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Usean muuttujan funktiot

Peruskasitteita
@ Maaritellaan funktioina f : R"” — R™

e Voidaan jakaa komponenttifunktioiksi f = (fi, ..., fy), jossa
jokainen f; on funktio R” — R.

o Talla kurssilla termi funktio voi tarkoittaa myos osittain
maariteltya funktiota.

Maaritelma

Osittain maaritelty funktio f : R” — R on relaatio f C R" x R™,
jolle on olemassa sellainen A C R", etta f : A — R™ on funktio.
Kaytannossa tama tarkoittaa, etta f ei ole valttamatta maaritelty
koko R":ssa vaan vain jossain sen osajoukossa A C R”.
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Usean muuttujan funktiot

Esimerkkeja

Napakoordinaattimuunnos f(r,0) = (rcos#, rsin )
Pallokoordinaattimuunnos

f(r,0,¢) = (rcosfsin g, rsinfsin ¢, rcos )

Jatkuva f : R? — R mairittelee pinnan avaruudessa R3 (esim
fx.y) = (@ +y?)72

Jatkuva f : R — R3 maiirittelee kiyrin avaruudessa R3.
(esim. f(t) = (cost,sint,t)

f : R® — R esittda kolmiulotteisen avaruuden skalaarisuuretta

f:R3 — R3 esittda kolmiulotteisen avaruuden vektorisuuretta
(vektorikenttd)
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Usean muuttujan funktiot

Xll)rr}o f(X) =Y

jos
(Ve > 0)(30 > 0)(0 < d(x,x0) < 6 = d(f(x),y) <e€) )
Huomavtws |

Tassa yhteydessa

n

> (xi — yi)>

i=1

dlx,y) = llx —yll =

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 1 4 of 10



Usean muuttujan funktiot

Maaritelma

Funktio f : R” — R™ on jatkuva pisteessd xg, jos f(xg) on
maaritelty ja
lim f(x) = f(xo)

X—Xo
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Usean muuttujan funktiot

Huomioita ja maaritelmia

o |xi| <[Ix|| < x|+ ...+ [xn

o [fi(x) — yil < |If(x) = yll < |f(x) = ya| + ... + [fa(x) = yal

@ Jos f on jatkuva, ovat myos kaikki koordinaattifunktiot
jatkuvia ja painvastoin.

@ Raja-arvo: Maarittely samoin kuin R — R

@ Raja-arvo: Ei riita tarkastelu eri suunnista

e Jatkuvuus: Maarittely samoin kuin R — R
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Usean muuttujan funktiot

Maaritelma

Projektiofunktiot p; : R” — R maaritellaan pj(x1,...,xn) = X;

Oletetaan, ettd f ja g ovat funktioita R” — R ja etta
x”—>ma f(x)=A, xli_r}‘nag(x) = B. Tallgin
o Jimpi) =

o lim (af(x) + fg(x)) = 0A+ 3B
° (x)g(x) = AB

.. f(x) A
@ Jos B#O, nin Xlﬂqaﬁ = E

lim f
X—a
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Usean muuttujan funktiot

5 n m . m k - _ .
Jos f:R" - R™jag:R" =R xll_>n}of(x)_yoja

lim = zp, niin
JHyog(y)

lim g(f(x)) = zo.

X—Xo

Olkoot f ja g jatkuvia pisteessa a ja g(a) # 0.

@ Projektiofunktiot ovat jatkuvia kaikkialla.
e af(x)+ fg(x) on jatkuva pisteessd a
e f(x)g(x) on jatkuva pisteessa a.

o Edellisen lauseen merkinnoin (f o g)(x) = f(g(x)) on jatkuva
pisteessa Xj.
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Usean muuttujan funktiot

Napakoordinaattimuunnos

Topologisia kasitteita

@ Suljetun vilin yleistys 1: [a1, b1] X ... X [an, by]

@ Suljetun valin yleistys 2: Kompakti joukko
@ Avoimen vilin yleistys 1: B(x, r) (avoin pallo)

@ Avoimen valin yleistys 2: Avoin joukko
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Usean muuttujan differentiaalilaskentaa

Osittaisderivaatta
Funktion f : R” — R osittaisderivaatta /:nnen muuttujan x;

suhteen pisteessa @ = (a1, ...,a,) € R" on
g(a) — lim f(ai,...,ai—1,ai+ h,aiz1,...,an) — f(a1,.. .,a,,)'
8X,’ h—0 h

Muut merkinnat: f.(a), Oxf ja Dy f(a). Jos muuttujien x1, x2,
.., Xp jarjestys on kiinnitetty, niin myds merkintad D;f(a)
kaytetaan.

(a1,...,ai+ h,...,n,) = a+ he;, joten

of , - f(a+ he;) — f(a)
h—0 h i
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