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Usean muuttujan differentiaalilaskentaa

Funktion f : R" — R osittaisderivaatta i:nnen muuttujan x;

suhteen pisteessd @ = (a1,...,an) € R" on
g(a) — lim f(al,...,a,-_l,a,-—i—h,a,-+1,...,a,,)—f(al,...,an)'
ox; h—0 h

Muut merkinnat: f.(a), Ox ja Dy f(a). Jos muuttujien x1, xo, ...,
Xn jarjestys on kiinnitetty, niin myds merkintad D;f(a) kaytetaan.

(a1,...,a;+ h,...,n,) = a+ he;, joten

of . . f(a+ he;)—f(a)
87x,-(a) - ier;]O h '
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Usean muuttujan differentiaalilaskentaa

Merkintdjen < d ja 8 ero, kun f(x,y) = x>+ y? jay = 3x?

d 2 2\ d 4 __ 8
&(X +y)—2x+dx9x = 2x 4 36x

0
aX(X +.y )_2X
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Usean muuttujan differentiaalilaskentaa

Jos f(x,y) = xsin(xy), on

0 :
gf(x,y) = sin(xy) + x cos(xy)y,

a(j;Xf(x, y) = cos(xy)x + x cos(xy) — xy sin(xy)x
= 2xcos(xy) — x?y sin(xy).
Toisaalta
g1"(x y) = x? cos(xy)
dy
ja

82

_ 2,
Oxdy f(x,y) = 2xcos(xy) — x“y sin(xy).
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Usean muuttujan differentiaalilaskentaa

On mahdollista etta
0*f 0*f
dydx " Oxdy’

Jos toisen kertaluvun osittaisderivaatat ovat jatkuvia, niin

P P,
Ox;0x;~ 7 Oxi0x;i
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Usean muuttujan differentiaalilaskentaa

Reaalifunktion f derivoituvuus:

f(x+ h) — f(x) = k- h+ he(h),

missa e(h) 222 €(0) = 0.

Maaritelma

Funktion f : R" — R™ on differentioituva pisteessa x € R”, jos

f(x 4+ h) — f(x) = Th+ ||h||e(h),

missa T : R” — R™ on lineaarikuvaus ja €(h) M) €(0) = 0.
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Usean muuttujan differentiaalilaskentaa

Funktion f : R" — R™ on differentioituva pisteessa x € R", jos

f(x+ h) —f(x) = Th+ ||h||e(h),

s T 3T — T i iemerdlones fo 0 22 () — 1)

v
Maaritelma

Edellisen maaritelman mukaista lineaarikuvausta T sanotaan
funktion f Fréchet'n derivaataksi pisteessd x ja merkitadn Df(x).
Lineaarikuvauksen Df(x) matriisia sanotaan Jacobin matriisiksi ja
siitd kaytetadn merkintda Jr(x).
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Usean muuttujan differentiaalilaskentaa

Jacobin matriisi:

Jos valitaan erityisesti h = he;, saadaan

f(x + he;) — f(x) = The;j + || hej||e( he;)
& f(x + he)) — f(x) = hTe; + || (he;)
=

f he;) — f h
(X+ ej) (X) = Tej—i— uE(hej'),
h h
joten
fi(x + hej) — f h
(X+ e/{') (X) _ Tiej+ |h|6i(hej)

josta seuraa

of
Jr(x)5 = 5L(x)
J
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Differentioituvuus

Jos f = (f1,..., fm) on differentioituva jossain pisteessa, ovat
of;

kaikki osittaisderivaatat 5 - myos olemassa. Kaanteinen tulos ei
J

valttamatta pida paikkansa.

Erikoistapaus

Lineaarikuvaus f : R” — R on muotoa

X1
f(X1,...,xn) = a1x1t+aoxo+...+apx, = (a1...an) : = a-x.

Xn
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Differentioituvuus

Maaritelma

Funktion R" — R (1 x n) Jacobin matriisia sanotaan gradientiksi

of “of  of

Funktiolle R” — R on f(x + h) — f(x) ~ Vf(x) - h

Funktiolle R" — R™, f = (fl, e fm) on
Vf
Jr = .

Wit
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Differentioituvuus

Tangenttitaso

Funktioille f : R2 — R lineaarikuvaus saa muodon

<;>b—>(ab)<;):ax+by.

Tallin siis differentioituvuus pisteessa xq funktiolle f : R? — R
voidaan kirjoittaa muotoon

f(xo + h) — f(x0) = ah + bk + €(h)||h||,

missa on merkitty h = (h, k). Jos edelleen merkitaan
xo = (x0,¥0), on

f(Xo + h,yo + k) = f(XQ,yQ) = ah + bk + G(h, k)\/ h? + kz,

missa €(h, k) — (0,0) kun (h, k) — (0, 0).

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 2 11 of 13



Differentioituvuus

Tangenttitaso

Toisin sanoen
z — zp ~ ah + bk.

Kun merkitaan (x, y) = (xo + h, o + k), voidaan yllaoleva
approksimaatio kirjoittaa muotoon

z — 29~ a(x — x0) + b(y — o).

Tasoa
a(x —x0) + b(y —y0) —(z—2) =0

sanotaan pinnan z = f(x, y) tangenttitasoksi pisteessa (xg, yo)-

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 2 12 of 13



Differentiaalilaskentaa

Kokonaisdifferentiaali
o Merkitdan dx = (dxi, ..., dx,)
o f(x+dx)—f(x)~ VF(x) dx =0 d + ...+ 55 dx,

@ Muutoksen f(x + dx) — f(x) lineaarista approksimaatiota

0f of
Z1 dX1 + ...+
0xq Xn

dx,

sanotaan kokonaisdifferentiaaliksi.

Esimerkki 21
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