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Differentiaalilaskentaa

Maaritelma

Piste a on funktion f : R” — R lokaali maksimi, jos on olemassa
sellainen pisteen a ymparisto B = B(a, r), etta f(a) > f(x) aina,
kun x € B.
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Samoin maaritellaan lokaali minimi.
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Differentiaalilaskentaa

Maaritelma

Piste a on funktion f : R” — R lokaali maksimi, jos on olemassa
sellainen pisteen a ymparisto B = B(a, r), etta f(a) > f(x) aina,
kun x € B.

Samoin maaritellaan lokaali minimi. Yhteisnimitys: Lokaali
aariarvo.
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Differentiaalilaskentaa

Aariarvot

Lause: Funktion f : R” — R lokaaleissa aariarvopisteissa @ on
kaikkiin suuntiin Dyf(a) = 0.
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Differentiaalilaskentaa

Lause: Funktion f : R” — R lokaaleissa aariarvopisteissa @ on
kaikkiin suuntiin Dyf(a) = 0. Erityisesti Vf(a) = 0. Kasitteeseen
liittyy etta a ei ole tarkastelujoukon reunapiste.

Kriittinen piste

Piste @ € R" on funktion f : R" — R kriittinen piste jos
Vf(a) = 0. Myos tassa oletetaan, ettd a ei ole tarkastelujoukon
reunapiste.
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Differentiaalilaskentaa

Lause: Funktion f : R” — R lokaaleissa aariarvopisteissa @ on
kaikkiin suuntiin Dyf(a) = 0. Erityisesti Vf(a) = 0. Kasitteeseen
liittyy etta a ei ole tarkastelujoukon reunapiste.

Kriittinen piste

Piste @ € R" on funktion f : R" — R kriittinen piste jos
Vf(a) = 0. Myos tassa oletetaan, ettd a ei ole tarkastelujoukon
reunapiste.

Esimerkki 4.4.
(J.Lahtonen)

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 5 3 of 15



Aariarvojen laatu

f(xo+h) = f(x0)+ f'(x0)h+ hei(h)
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Aariarvojen laatu

f(xo+h) = f(x0)+ f'(x0)h+ hei(h)
= flx0)+ F o)+ %f”(xo)hz + Rex(h)
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Aariarvojen laatu

f(xo+h) = f(x0)+ f'(x0)h+ hei(h)
= flx0)+ F o)+ %f”(xo)hz + Rex(h)

4

f(xo + h) = f(x0) + Vf(xo) - h+ ||h||e1(h)
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Aariarvojen laatu

f(xo+h) = f(x0)+ f'(x0)h+ hei(h)
= flx0)+ F o)+ %f”(xo)hz + Rex(h)

f(xo + h) = f(xo) + VF(x0) - h+ ||hl[er(h)

Korkeamman asteen approksimaatiot?
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Aariarvojen laatu

Toisen asteen approksimaatio

1
f(xo+ h) = f(x0) + V(x0) - h+ Sh' He(xo)h + || bl [*ex(h)
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Aariarvojen laatu

Toisen asteen approksimaatio

1
f(xo+ h) = f(x0) + V(x0) - h+ Sh' He(xo)h + | |hl[*ex(h),

missa

O%f O%f . O%f
Ox10x1  Ox10x2 Ox10xn

O*f O%f . 93f
He — Oxp0x1  Oxp0xp Ox20xn

f = . . .

O%f O%f . O%f

OxpnOx1  OxpOxo OxnOxn

on ns. Hessen matriisi.
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Aariarvojen laatu

Toisen asteen approksimaatio

1
f(xo+ h) = f(x0) + V(x0) - h+ Sh' He(xo)h + | |hl[*ex(h),

missa

O%f O%f . O%f
Ox10x1  Ox10x2 Ox10xn

O*f O%f . 93f
He — Oxp0x1  Oxp0xp Ox20xn

f = . . .

O%f O%f . O%f

OxpnOx1  OxpOxo OxnOxn

on ns. Hessen matriisi. Joissain kirjoissa merkitaan
H(Xo) = sz(XO)
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Aariarvojen laatu

Maaritelma

Matriisi H on
o Positiividefiniitti, jos h” Hh > 0 aina kun h #£ 0
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Aariarvojen laatu

Maaritelma

Matriisi H on
o Positiividefiniitti, jos h” Hh > 0 aina kun h #£ 0
o Negatiividefiniitti, jos h’ Hh < 0 aina kun h # 0

o Indefiniitti, jos h” Hh saa sek3 positiivisia ettd negatiivisia
arvoja.
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Aariarvojen laatu

Maaritelma
Matriisi H on
o Positiividefiniitti, jos h” Hh > 0 aina kun h #£ 0
o Negatiividefiniitti, jos h’ Hh < 0 aina kun h # 0
o Indefiniitti, jos h” Hh saa sek3 positiivisia ettd negatiivisia
arvoja.

Termit positiivisemidefiniitti ja negatiivisemidefiniitti tarkoittavat,
etta h” Hh voi olla nolla vaikka h # 0, mutta H ei ole indefiniitti.
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Aariarvojen laatu

Jos funktion £ kriittisessa pisteessa xo Hessen matriisi H¢(xg) on

@ positiividefiniitti, on piste lokaali minimi

.
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Aariarvojen laatu

Jos funktion £ kriittisessa pisteessa xo Hessen matriisi H¢(xg) on
@ positiividefiniitti, on piste lokaali minimi
@ negatiividefiniitti, on piste lokaali maksimi

@ indefiniitti, on piste satulapiste

.
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Aariarvojen laatu

Jos funktion £ kriittisessa pisteessa xo Hessen matriisi H¢(xg) on
@ positiividefiniitti, on piste lokaali minimi
@ negatiividefiniitti, on piste lokaali maksimi
@ indefiniitti, on piste satulapiste

Jos Hessen matriisi on semidefiniitti, ei aariarvon laatu selvia talla
tavalla.

Todistuksen idea:

1
f(xo + h) = f(x0) + VF(x0) - h+=h" He(xo)h + || h||?e2(h)
—_— 2
0
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Aariarvojen laatu

Jos funktion £ kriittisessa pisteessa xo Hessen matriisi H¢(xg) on
@ positiividefiniitti, on piste lokaali minimi
@ negatiividefiniitti, on piste lokaali maksimi
@ indefiniitti, on piste satulapiste

Jos Hessen matriisi on semidefiniitti, ei aariarvon laatu selvia talla
tavalla.

Todistuksen idea:

1
f(xo + h) = f(x0) + VF(x0) - h+=h" He(xo)h + || h||?e2(h),
—_— 2
0

Mika Hirvensalo mikhirve®@utu.fi Luentoruudut 5 7 of 15



Aariarvojen laatu

Definiittisyyden selvittaminen

Symmetrinen matriisi on diagonalisoituva
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Aariarvojen laatu

Definiittisyyden selvittaminen

Symmetrinen matriisi on diagonalisoituva
Sylvesterin kriteeri
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Aariarvojen laatu

Definiittisyyden selvittaminen

Symmetrinen matriisi on diagonalisoituva
Sylvesterin kriteeri
Esimerkkeja
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Implisiittifunktiolause
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Implisiittifunktiolause

Avaruudessa R2

Jos G:R?> - R ja sen osittaisderivaatat ovat jatkuvia ja
G(x0,y0) = 0 sekd Z~ 9 G(x0,y0) # 0, niin on olemassa funktio f,
jonka derivaatta on Jatkuva ja pisteen (xop, yo) sisaltava
suorakulmio, jossa G(x,y) =0 < y = f(x).
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Implisiittifunktiolause

Avaruudessa R2

Jos G : R? — R ja sen osittaisderivaatat ovat jatkuvia ja
G(x0,y0) = 0 seka %G(xo,yo) # 0, niin on olemassa funktio f,
jonka derivaatta on jatkuva ja pisteen (xp, yp) sisaltava
suorakulmio, jossa G(x,y) =0 < y = f(x).

Lisaksi

_ 3% G(x0, y0)

f'(xo) =
%G(Xo,)/o)
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Implisiittifunktiolause

Avaruudessa R”

Jos G : R” — R ja sen osittaisderivaatat ovat jatkuvia ja

G(x0) = 0 seka %G(xo) # 0, niin on olemassa differentioituva
funktio g ja pisteen xq sisaltava suorakulmio, jossa G(x) =0 <
Xj = g(X1, -y Xj—is Xj41, - - - Xn)
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Implisiittifunktiolause

Avaruudessa R”
Jos G : R” — R ja sen osittaisderivaatat ovat jatkuvia ja
G(x0) = 0 seka %G(xo) # 0, niin on olemassa differentioituva
funktio g ja pisteen xq sisaltava suorakulmio, jossa G(x) =0 <
Xj = g(X1, ..., Xj—i; Xj+1, - .- Xn) Lisdksi

% _ %"

0
aXk aij G
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Implisiittifunktiolause

Avaruudessa R”

Jos G : R” — R ja sen osittaisderivaatat ovat jatkuvia ja

G(x0) = 0 seka %G(xo) # 0, niin on olemassa differentioituva
J

funktio g ja pisteen xq sisaltava suorakulmio, jossa G(x) =0 <

Xj = g(X1, ..., Xj—i; Xj+1, - .- Xn) Lisdksi
0

g a5 C
)

an B—XJG

Toisin: Jos jokin gradientin VG koordinaateista g—g(xo) on # 0,
voidaan G:n j:s koordinaatti esittda muiden differentioituvana
funktiona pisteen xq sisaltavassa suorakulmiossa
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Implisiittifunktiolause

Jos G : R” — R ja sen osittaisderivaatat ovat jatkuvia ja
G(x0) = 0 seka %G(xo) # 0, niin on olemassa differentioituva
J

funktio g ja pisteen xq sisaltava suorakulmio, jossa G(x) =0 <

Xj = g(X1, ..., Xj—i; Xj+1, - .- Xn) Lisdksi
0

g a5 C
)

an B—XJG

Toisin: Jos jokin gradientin VG koordinaateista g—g(xo) on # 0,
voidaan G:n j:s koordinaatti esittda muiden differentioituvana
funktiona pisteen xq sisaltavassa suorakulmiossa

Maaritelma

Joukko S = {x € R" | G(x) = 0} on saanndllinen (siled) pisteessa
acs, jos VG(a) #0.

= =
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Implisiittifunktiolause

Tangenttiavaruus

Huom. VG on kohtisuorassa pintaan G(x) = 0 nahden.
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Implisiittifunktiolause

Tangenttiavaruus

Huom. VG on kohtisuorassa pintaan G(x) = 0 nahden.

Maaritelma

Pinnan S = {x | G(x) = 0} tangenttiavaruus T pisteessa a
koostuu niista vektoreista x — a, jotka ovat kohtisuorassa
gradienttiin VG(a), nahden:

T ={x|VG(a)- (x —a) = 0}.
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Sidotut aariarvot

Esimerkki 4.26
(J. Lahtonen)
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Sidotut aariarvot

Esimerkki 4.26
(J. Lahtonen)

Yksi side-ehto

Pinnan G(x) = 0 saanndllisissa pisteissa funktion f aariarvo
toteuttaa yhtalon

Vf =AVG
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Sidotut aariarvot

Esimerkki 4.26
(J. Lahtonen)

Yksi side-ehto

Pinnan G(x) = 0 saanndllisissa pisteissa funktion f aariarvo
toteuttaa yhtalon

Vf =AVG

Monta side-ehtoa

Ehdot Gi(x) =0, ..., Gyn(x) = 0 voidaan koota yhdeksi funktioksi
G:R"—= R™ G(x) = (Gi(x),...,Gn(x))

ja side-ehdot yhdessa: G(x) =0
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Sidotut aariarvot

Saannollisyys

Voidaanko monta muuttujaa "ratkaista” muiden avulla ?
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Sidotut aariarvot

Saannollisyys

Voidaanko monta muuttujaa "ratkaista” muiden avulla ?

Mietintoa varten korvataan G Frechet'n derivaatalla DG jossakin
pisteessa.
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Sidotut aariarvot

Saannollisyys

Voidaanko monta muuttujaa "ratkaista” muiden avulla ?
Mietintoa varten korvataan G Frechet'n derivaatalla DG jossakin
pisteessa. Tata edustaa Jacobin matriisi

VG
Jec =
VG

ja tarkastellaan yhtélon G(x) = 0 sijasta yhtaloa

JGXZO
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Sidotut aariarvot

Lineaarinen yhtaloryhma

Olkoon m < n. Jos A on m x n matriisi, millainen on yhtaloryhman

Ain A ... A X1 0
A21 A21 S A2n X2 _ 0
Ami Am2 -+ Amn Xn 0

Ratkaisujoukko?
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Sidotut aariarvot

Lineaarinen yhtaloryhma

Olkoon m < n. Jos A on m x n matriisi, millainen on yhtaloryhman

Al A Atn X1 0
Ax1 Ao Azp x | 0
Ami An2 -+ Amn Xn 0

Ratkaisujoukko? m yhtaloa n, muuttujaa.
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Sidotut aariarvot

Lineaarinen yhtaloryhma
Olkoon m < n. Jos A on m x n matriisi, millainen on yhtaloryhman

Ain A ... A X1 0
A21 A21 S A2n X2 _ 0
Ami Am2 -+ Amn Xn 0

Ratkaisujoukko? m yhtaloa n, muuttujaa. Milloin voidaan n — m
muuttujaa esittdada m muuttujan avulla?
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Sidotut aariarvot

Lineaarinen yhtaloryhma

Olkoon m < n. Jos A on m x n matriisi, millainen on yhtaloryhman

Ain A ... A X1 0
A21 A21 S A2n X2 _ 0
Ami Am2 -+ Amn Xn 0

Ratkaisujoukko? m yhtaloa n, muuttujaa. Milloin voidaan n — m
muuttujaa esittda m muuttujan avulla?

Vastaus: Kun matriisi on taysiasteinen < matriisin rivit tai
sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomat.
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Sidotut aariarvot

Maaritelma

a € R™ on funktion G : R™ — R" saanndllinen piste, jos Jacobin
matriisi Jg(a) on taysiasteinen.
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Sidotut aariarvot

a € R™ on funktion G : R™ — R" saannollinen piste, jos Jacobin
matriisi Jg(a) on taysiasteinen.

Lause (Lagrangen kertoimet)

Jos funktioiden f : R" — R™ ja G : R"” — R osittaisderivaatat
ovat jatkuvia, ja piste @ on funktion f dariarvo joukossa

{x | G(x) =0} ja @ on G:n saannollinen piste, niin talldin on
olemassa vakiot A1, ..., A\, joille patee

Vf(a) = )\1VG1(3) AF o oo AR /\mVGm(a).
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