Insinoorimatematiikka: Usean muuttujan funktiot 2

Demonstraatio 2, 30.4.2026

Ali kiiytd tehtivissd tekoilyid, vaan omaasi.

1. Laske funktion f(z,y) = 2z+y integraali alueessa, jota rajoittavat suora y = x
ja kiyrd y = /.

2. Laske funktion f(z,y) = 2z + y integraali alueessa, jota rajoittavat suorat
y=Ly=ux jay=2x.

3. Laske
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missi, A on tason R? origokeskisen yksikkdympyrin osa, jossa z > 0, y > 0
(tason I neljannes).

4. Laske sen kappaleen tilavuus, jonka lierié 22 + y?> = 1 leikkaa pallosta 2 +
y? + 22 = 2. Ohje: Symmetrian vuoksi voit laskea sen kahdeksasosan tila-
vuuden, jossa z, y, z > 0. Laske aluksi sisin integraali z:n suhteen ja kiyté
xy-koordinaattien sijaan napakoordinaatteja.

5. Laske
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Ohje: Integrointialue on erds ympyrasektori. Vihje: Saat ympyrin tarkastele-
malla sisemmén integraalin ylirajaa. Selvitéd sektorin kylkien kulmat alkeistri-
gonometrialla, ja kiytd sitten napakoordinaatteja.

% 1—x T—y.\2
dy dzx.
/m:O/y:m (x+y) yer
1

Ohje: Sijoita z = 5(r—s),y = %(rJrs), piirréd alue uusien rajojen selvittdmiseksi
ja laske sijoitusfunktion Jacobin matriisin determinantti.

6. Laske integraali

7. Astroidi on kiyri, jolla on parametriesitys {(cos®t,sin®¢) | t € [0,2n7)}. Hah-
mottele kuva ja madritd astroidin reunakéyrin pituus.

8. Bernoullin lemniskaatta on kiyri, jolla on napakoordinaattiesitys 12 = a? cos 26
(a on vakio). Hahmottele kuva ja kirjoita lauseke reunakiyrin pituudelle.

Ohje: Parametriesitys saadaan napakoordinaattiesityksesté kirjoittamalla © =
rcos, y = rsin 0, paremetrina 6. r pitda ratkaista napakoordinaattiesitysesté.

9. Midritd kiiyréin y = coshz = £ (e®+e~%) pituus vililli = € [0, 1]. Ohje: Voidaan

asettaa parametriesitys = t, y = cosht, t € [0, 1].



