Insinoorimatematiikka: Usean muuttujan funktiot 2

Demonstraatio 3, 7.5.2026

1. Laske kiiyriintegraali
/ zydr — y? dy,
gl

kun ~ on jana pisteestd (0,0) pisteeseen (2,1).

Mallivastaus: Jana on osa suoraa y = %x, joten dy = %dw ja kéyréintegraaliksi

saadaan
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2. Laske edellisen tehtéviin kéyrdintegraali, kun v on paraabelin kaari y = 3z
pisteesta (0,0) pisteeseen (2,1).

Mallivastaus: Paraabelin kaarella on dy = %:v dx ja kiyriintegraaliksi saadaan
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3. Osoita, ettd vektorikentta

F(z,y,2) = (dvyz — y?2,20%2 — 2ayz, 22%y — xy® + 82°)

on konservatiivinen etsimalli sille potentiaali V. Ohje: Kéyté luennolla esitet-
tyd integrointimenetelmaa.

Mallivastaus: Ensinndkin pitési olla %—‘; = dayz—y’z, josta V = 2x2yz—ay’z+
C(y, z). Tallsin

oV oC
— =22 — 2xyz + —
Ay Ty
ja vertaamalla tatd vektorikentén toiseen komponenttiin saadaan
oC
— =0,
dy

josta C(y, z) = D(z). Lopuksi %—Z = 22%y — xy? + D'(2), ja vertaamalla t#ti 3.
komponenttiin saadaan D’(z) = 823, josta D(z) = 2z* + C. Niin ollen kysytty
potentiaali on

V(z,y,2) = 22%yz — xy’z 4+ 221 + C,

missé C on vakio.

4. Laske edellisen tehtdvan vektorikentélle kdyrédintegraali

/F-d:c,
.

kun 7 on murtoviiva (0,0,0) — (a,0,0) — (a,b,0) — (a,b,c) kiyttdmatta
potentiaalifunktiota. Ohje: Ensimméiinen osa voidaan parametrisoida esim



(z,y,2) = (¢,0,0), missé t € [0,al, toinen (x,y, z) = (a,t,0), missd t € [0,b] ja
kolmas (z,vy, z) = (a,b,t), missi t € [0, c].

Mallivastaus: 1. valilla dr = dt ja dy = dz = 0, joten tatad osaa vastaava
kiyrdintegraali on

/(4t-0-0—02-0)dt:()
0

2. valilla de = 0, dy = dt ja dz = 0, joten talld osalla kiyrdintegraali on
b
/ (2a% -0 —2at-0)dt =0
0

ja 3. valilld dr = dy = 0 ja dz = dt, joten koko kiyrdintegraalin arvo on
c &
/ (2a%b — ab® + 8t%) dt = /(2a2bt — ab’t + 2t1) = 2a%bc — ab®c + 2¢*.
0 0
Huom: Tulos on hyvin sopusoinnussa sen kanssa, ettd edellisen tehtdvian mu-
kaan V (a, b, c) = 2a%bc — ab*c + 2c¢* + C.
5. Laske pinnan r(u,v) = (u?4v?%, 2u,v) sen osan ala, joka muodostuu, kun (u, v)
kiiy lipi ellipsin (27 cos 6,7 sin ), missi r € [0, 1] ja 6 € [0, 27]
Mallivastaus: 9- = (2u,2,0) ja 2& = (2v,0,1), misti

or Or
% X % — (2, _2U, _47})

ja
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o | =2v/1 + u? + 402,
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Télloin kysytty pinta-ala on
2// V1442 +4v2dudv,
(u,v)EE

missd E on tehtdvinannossa kuvailtu ellipsi. Sijoittamalla integraaliin v =
2rcosf, v = rsinf saadaan jacobin matriisin determinantiksi 2r. N&in ollen
sijoitus antaa muodon
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6. v on murtoviiva (0,0) — (1,0) — (1,1) — (0,1) — (0,0). Laske kiyrdintegraali
/ z?y dx + 3zy? dy
g

kiyttamalld Greenin lausetta.



Mallivastaus: Murtoviiva on yksikkénelion [0, 1] x [0, 1] reunakayré, joten Gree-
nin lauseen perusteella kyseinen kiyréintegraali voidaan kirjoittaa muotoon
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7. Laske vektorikentin (22,42, 2?) pintaintegraali yli kappaleen {(z,y, 2)} € [0, 3] x
[—2,2] x [0,27]. Ohje: Kdyté divergenssilausetta.

Mallivastaus: Jos merkitaan I = [0, 3] x [—2,2] x [0, 27], on divergenssilauseen
perusteella kysytty pintaintegraali on sama kuin integraali

[ @ttt = [ ot
= / / / (22 + 2y) dz dy dx
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= 277/ 8:cdm—27r/ 42% = 727,
=0

8. Laske vektorikentdn (2z, 32, 22) pintaintegraali yli yksikkdpallon 22 +y? 4 2% =
1 pinnan. Ohje: Kéyta divergenssilausetta.

Mallivastaus: Divergenssilauseen mukaan pintaintegraali on sama kuin vekto-
rikentdn divergenssin yli kappaleen, siis

[ v-engt = [ evayr),
B B

missd B on yksikképallo {z? + y? + 22 < 1}. Témin integraalin laskemiseksi
hajotetaan integrandi osiin:

/(2+2y+22):/2+/2y+/2z.
B B B B

Tarkastellaan ensin ensimmadistd integraalia, jossa integrandi on vakio. T4ll6in
integraalin arvoksi saadaan
4t 87
/ 2=2-—"— ="
B 3 3

koska yksikkopallon tilavuus on 3 Hajotetaan seuraava integraali kahden yk—
sikkopallon puolikkaaksi By = {z°+y?+22 < 1|y <0} ja By = {2?+9%+22 <

1 ‘ Yy > O} .OHOin
B B Ba



ja sijoituksella jilkimméiseen integraaliin y = —y; huomataan, ettd | B 2y =
— fB2 2y (tarkista), siis funktion 2y integraali yli yksikkopallon on 0. Samoin
voidaan huomata, ettd viimeisimmén integraalin arvo yli yksikkopallon on 0.

. e e . . . 8
Niin ollen tehtéavissé kysytyn integraalin arvo on <.

Tulkintaa: Jaettaessa yksikkdpallo kahtia tason y = 0 halki saa funktio 2y
tdsmélleen vastakkaiset merkit kun y > 0 ja kun y < 0. Néin ollen vastaavat
integraalit kumoavat toisensa.

. Olkoon S origokeskinen r-siteinen ympyripinta. Oletetaan, etté origossa si-
jaitseva varaus on @, jolloin Maxwellin yhtéléiden mukaan pitéisi olla

/E-dA:Q,
S €0

missé €y on vakio ja E on sdhkokenttd. Millainen on sdhkokentén E lauseke?

Ohje: Integrandi E(r) on vakio, kun r on kiinted etdisyys origosta. Integraa-
lin arvo on téll6in pinnan ala kertaa F(r) (missd E(r) edustaa sdhkokentén
voimakkuuden itseisarvoa).

Mallivastaus: Kun integroitavaksi alueeksi valitaan origokeskinen r-sdteinen
pinta, jonka sisdin varaus jad, on integraalin arvo laskettavissa seuraavasti:

Q—/E-dA—/E-ndA,
€0 s s

missd n on r-siteisen pallonpinnan normaalivektori. Koska Ep oletetaan etéi-
syydelld r vakioksi (merkitdan E(r)), on viimeisin integraali yhtd suuri kuin
pallon pinnan ala kertaa F(r), siis

42 E(r).

Téten siis €Q = 2mr2E(r), josta E(r) = 4%. Séhkokenttd siis suuntautuu
0 7rleg

kohtisuoraan pois varauksesta ja on itseisarvoltaan kddntden verrannollinen
etiisyyden nelioon.



