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Integraalilaskentaa

Sijoitus integraaliin

Jos f on reaalifunktio ja g sellainen kasvava ja derivoituva funktio,
että g(a) = α, g(b) = β, on∫ β

α
f (y) dy =

∫ b

a
f (g(x))g ′(x) dx

Yleistys ?
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Lineaarialgebran kurssilta

Geometrinen luonnehdinta

|det(a1, . . . , an)|

on vektoreiden a1, . . ., an määrittämän suuntaissärmiön tilavuus

Seuraus

Jos T : Rn → Rn on lineaarikuvaus ja I jokin avaruuden Rn väli, on

µ(T (I )) = |det(T )|µ(I ).
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Lineaarialgebran kurssilta

Seuraus

Olkoon f : Rn → Rn riittävän säännöllinen ja a ∈ Rn. Olkoon I (x)
avaruuden Rn väli, jonka yksi kärkipiste on a ja toinen x . Tällöin

lim
x→a

µ(f (I (x)))

µ(I (x))
= |det(Jf (a))|

Syy:

f (a + x)− f (a) ≈ Df (a)x

ja Jf (a) on lineaarikuvauksen Df (a) matriisi.
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Integraalilaskentaa

Sijoitus integraaliin

Jos f on reaalifunktio ja g sellainen kasvava ja derivoituva funktio,
että g(a) = α, g(b) = β, on∫ β

α
f (y) dy =

∫ b

a
f (g(x))g ′(x) dx

Yleistys: Jos g : U → V on riittävän säännöllinen bijektio, on∫
V
f (y) dy =

∫
U
f (g(x)) |det(Jg (x))| dx
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Sijoitus integraaliin

Esimerkkejä

Esimerkit 38, 39, 40, 42

Esimerkki

Esimerkki 3.37 (J. Lahtonen)
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Integraalin sovelluksia

Käyrä

Käyrä avaruudessa Rn on funktio γ : I → Rn, missä
I = [a, b] ⊆ Rn. Merkitään

γ(t) = (γ1(t), . . . , γn(t))

Käyrä on sileä, mikäli derivaatat γ′i (t) ovat jatkuvia.

Käyrän pituus

ds =
√
dx21 + . . .+ dx2n
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Käyrä

Käyrän pituus

L =

∫
γ
ds =

∫
γ

√
dx21 + . . .+ dx2n

=

∫ b

a

√(dx1
dt

)2
+ . . .+

(dxn
dt

)2
dt

=

∫ b

a

√
γ′1(t)

2 + . . .+ γ′n(t)
2 dt

Esimerkkejä

J. Lahtonen: Esimerkit 5.6 ja 5.7.
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