Insinoorimatematiikka: Differentiaali- ja integraalilasken-
ta 2026

Demonstraatio 2, 8.10.2026

Huom: Vastaukset pitdd perustella ilman matematiikkaohjelmia ellei toi-
sin mainita. Ali kiiytd tekoilyi vaan omaasi.

1. Madrita f/(z), kun f(x) = 223 + 422 + 4.
Mallivastaus: Derivoidaan termeittiin:
f'(z) = 62* 4 8.
2. Maaritd f/(z), kun f(x) = (5x + 2)(4x — 5).

Mallivastaus:

Tulon derivointisdadnnolla

f(x) = 5(4x — 5) + 4(bx + 2) = 202 — 25 + 20x + 8 = 40x — 17.

3. Madritéd f/(z), kun f(z) = 2222

Mallivastaus:

Osamadran derivointisdannolld

oy = 200410 =600 —5) 12042120430 32
(6x + 1)2 (6x +1)2 (6x 4 1)2

4. Maaritd f'(z), kun f(z) = (5x — 1)°.

Mallivastaus:

Ketjusddnnolla
f'(z) =55z —1)*-5 = 25(5z — 1)%.

5. Madarita f/(x), kun f(x) = /.

Mallivastaus: Funktio on mé&éritelty vain, kun = > 0. Kirjoitetaan f(x) =
x/5. Potenssifunktion derivointisiinnolli saadaan

1 1
/ = — _4/5 =
f(x) 5x ey x > 0.

Derivaatan méadrittelevéd lauseke ei ole méaritelty, kun x = 0 ja yksityiskoh-
tainen tarkastelu (ei tehd& téssd yhteydessd), ettd funktio ei ole derivoituva
pisteessd x = 0.

6. Téssd ja seuraavassa tehtdvissd voidaan olettaa tunnetuksi, ettd raja-arvoa

1 sindl k
lin% sin — ei ole olemassa (mieti miksi). Selvitd missa funktio f(z) = { zsing, kunz 70
T— T

on derivoituva ja méaaritd derivaattafunktio.

0, kunxz=0

Mallivastaus: Kun x # 0, saadaan tulon derivointisddnndslla

N 1 COS(l/l‘)'



Pisteessd z =0 hsin(1/h) )
, . sin ..
0) = lim ————— = lim sin —.
710) B0 h hoo R
Taté raja-arvoa ei ole olemassa. Siis funktio on derivoituva tdsmaélleen pisteissi
x # 0 ja talléin

1 1
f/(x) — Sin* — M'
x x
21
e ) x®sin=, kun x #0 . e
— T
. Selvitd missé funktio f(z) { 0. kun z =0 on derivoituva ja maarita
derivaattafunktio.
Mallivastaus:
Kun z # 0, on

1 1 1 1 1
f'(x) = 2zsin — + x? cos — (—2> = 2xsin — — cos —.
x r\ T x x

Pisteessd 0 on

h?sin(1/h) 1
L _ 1 1
1(0) = flzli% — }llli%hsm N 0.
Perustelu: d(hsin 3,0) = ’hsin%} < |h| = d(h,0). Siis funktio on derivoituva
kaikkialla ja

szin% —cos%, x #0,
0, z = 0.

9%f 9?2 9%f .. 92
. Olkoon f(z,y) = 2%y + 2xy® + 3y> — 5. Laske 675, 87]2(, (%afy ja 6y8fx.

Mallivastaus:
flz,y) = 2y + 22y° + 3y° — 5.
Ensin
0 2 0 2 2
—f = 2xy + 2y, —f=2"+4xy + 9y~.
ox oy
Tasta o 52
—f =2 —f =4 18
ja

0? 0?
3x8yf =20+ dy, Oyox

f =2z +4y.

. Olkoon f(z) = 1. Maritd f™(z) kun n € {1,2,3,4,5}.

Mallivastaus: .
" 2
f ( ) - (1 _ I‘)?”
@) (g) = O
f s ( ) (1 _ CL')4’
f 4 (l’) (1 - 1_)57
f(5)(x) 120



10.

11.

12.

Yhtilo e In
f. Laske f'(e

= x+§ médrittelee jossakin pisteen (e, %) ympéristossa funktion

< |8

~—

Mallivastaus:

Implisiittinen derivointi tuottaa yhtalon

/
- 1
exy(y + m,y/) lnf + emygy ny -1 723//
Yy r y Y
johon sijoittamalla (z,y) = (e, %) saadaan f’(e) = _e%.

Olkoon A = {(2cost — cos2t,2sint — sin2t) | t € [0,27]} C R2. Sopivasti
pisteen (v/2,v/2 — 1) ympéristoon rajoittautumalla A:sta saadaan funktio f.
Laske f/(v/2).
Mallivastaus:

Parametriesitys on
x(t) = 2cost — cos 2t, y(t) = 2sint — sin 2¢.

Piste
(V2,vV2-1)
saavutetaan, kun
T
t=—.
4
(miksi?) Derivoimalla saadaan
2'(t) = —2sint + 2sin 2¢,
y'(t) = 2cost — 2cos 2t.
Siten

F(V2) = Z%Zﬁ =3 z/%/i = 1+2V2.

Osoita, ettd f: R — R, f(x) = 2% + 22 + 1 on bijektio ja misrita (f~1)(4).

Obhje: Kayta kdanteisfunktion derivointisdantoa. Ohje: Kayté kidnteisfunktion
derivointisdéntod. On selvitettévi sellainen z, jolla f(x) = 4 (miksi?) Kokeile
joitain pienid lukuarvoja tdmén yhtélon ratkaisemiseksi.

Mallivastaus:

Koska
fl(x) =322 +2>0

kaikilla = € R, funktio on aidosti kasvava ja siten injektio. Lisdksi

lim f(z) = —o0, lim f(x) = oo,

T——00 T—00

joten f on surjektio. Siis f on bijektio. Ratkaistaan

fz) =4.

Saadaan
2 4+2+1=4

ja helposti ndhddan ettd x = 1. Kédinteisfunktion derivointisdédnndsta




13. M&arita /wQ Inz dz. Vihje: Osittaisintegrointi.

Mallivastaus:

3
/lenxda::/dla:3~lnxdx:$lnx—l/:czd:c.
dz 3 3 3

Tasta seuraa

3 3
/:E21nxd1::glnxxg+0.



