Insinoorimatematiikka: Differentiaali- ja integraalilasken-
ta 2026

Demonstraatio 5, 29.10.2026

Huom: Vastaukset pitdid perustella ilman matematiikkaohjelmia ellei toi-
sin mainita. Ali kiiytd tekoilyd vaan omaasi.
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Vihje: LuentoesimerkXki.
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Vihje: Kéyta sijoitusta x = 3sint
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Vihje: Kdytad osittaisintegrointia.

Madritelladn f(z) = % valilla x € [1, M], missd M > 1 ja tarkastellaan pyo-
rahdyskappaletta, joka muodostuu, kon kiyrd f(x) = % pyorahtad x-akselin
ympéri. Laske vilille [1, M] syntyvan pyorahdyskappaleen tilavuus, ja kirjoi-
ta integraalilauseke kappaleen vaipan pinta-alalle (tarkoittaa pinta-alaa ilman
paatyja). Vihje: Luento 20.10.

Miten edellisen tehtdvin kappaleen tilavuus kdyttdytyy, kun M — oo? Arvioi
kappaleen vaipan pinta-alaa esittdvaa integraalilauseketta sopivasti alaspiin, ja
esitd pinta-alalle alaraja-arvio. Miten alaraja kéyttaytyy, kun M — oo?. Vihje:
Jos pinta-alan esittédvd integraalilauseke on méaritetty oikein, siind esiintyy
juurilauseke
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Newtonin gravitaatiolain mukaan kappaleiden (massat M ja m, etdisyys s) vi-
linen voima on F' = G%, missd G on gravitaatiovakio ja etdisyys s tarkoittaa
massakeskipisteiden vilistéd etaisyytté.

Tarkastellaan tilannetta, jossa toinen kappaleista on maapallo (massa M, si-
de R) ja toinen pieni kappale (massa m), joka nostetaan tasaisella nopeudella
maapallon pinnalta korkeudelle h. Tdlloin massakeskipisteiden vélinen etéisyys
kasvaa arvosta R arvoon R+ h. [lmanvastusta ei huomioida. Kirjoita nostami-
sessa tehty tyo integraalilausekkeena ja maaritd sen arvo.

Oletetaan lopuksi ettd h on hyvin pieni R:n verrattuna. Kayta Taylorin approk-
simaatiota saadulle lausekkeelle esittiiksesi tyon likiarvon muodossa C' - m - h.
Minks likiarvon saat vakiolle C' jos kiiytit arvoja G = 6.6734 - 107112

kg-s2?
M =5.972-10** kg, R = 6371 - 103 m. Vihje: Luento 20.10.

Olkoot merkinnit kuten edellisessé tehtdvissi. Oletetaan, ettd kappale noste-
taan korkeudelle h = 3R (R on maan side). Laske tehty tyo sekd integraali-
lausekkeella ettéd approksimoivalla lausekkeella ja vertaa tuloksia keskenéin.

Kun valitaan aikayksikké sopivasti, voidaan vaihtovirran jannitettd kuvata
lausekkeella u(t) = G sint, missd @ > 0 on vaihtovirran maksimijannite. S&hko-
virran teho on p = w - 4, missé ¢ on sdhkovirta, joka puolestaan voidaan esittda
jénnitteen avulla, kun resistanssi R on tunnettu: ¢ = .
Laske sdhkovirran keskimédréinen teho yli aikavélin [0, 27] ja selvitd miten @
pitdd valita, jotta vaihtovirran keskimdardinen teho vastaisi 230 V tasavirran
tehoa. Tasavirran teho maééritetddn niinikddn kaavalla P = U - I, missd U on
jinnite ja I = % virta.

Vihje: p = u -1 = ”—RQ. Sijoita tdhdn jannitteen u lauseke ja kiytd keskiar-
von laskemiseksi integraalilla kaavaa sin?t = £(1 — cos(2t)). Jatkuvan suureen
keskiarvoa varten kts. luento 20.10.

Selvitd suoraan midritelméan perustuen suppenevatko seuraavat integraalit:
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Vihje: Antiderivaattojen etsimiseksi sijoitus z = €' voi olla kiyttokelpoinen.
Sen avulla lienee mahdollista méirittdd integraalien arvot, kun ylarajana on
M.
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Etsi sopivat vertailufunktiot ja péd#ttele niiden perusteella suppenevatko seu-

raavat integraalit:
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Ohje: Supista vertailufunktiota varten sellaisella x:n potenssilla, ettd osoitta-
jassa korkeimmaksi jii 20 ja arvioi mikd nimittsjissi jid korkeimmaksi potes-
siksi.
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