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Arkhimedes (n. 287-212 eKr)
Maaritti pinta-aloja ja tilavuuksia itse kehittamansa varhaisen
integraalilaskennan avulla
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René Descartes (Renatus Cartesius, 1596-1650)
Geometrian ja algebran yhdistaminen.
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Sir Isaac Newton (1642-1727)
Differentiaali- ja integraalilaskenta fysiikkaa varten
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Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)
Differentiaali- ja integraalilaskenta " periaatteen vuoksi”
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Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897)
Differentiaali- ja integraalilaskennan modernisointi
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Matemaattinen merkitys

o Differentiaalilaskenta: Suureen ja sen muutoksen
samanaikainen kasittely

@ Integraalilaskenta: Objektin esittaminen pistemaisten osiensa
summana

Yhteiskunnallinen merkitys

@ Luonnontieteiden kehitys
o Tekniikan kehitys

@ Maailmankuvan kehitys
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Raja-arvo

"Maaritelma”

Reaalifunktion f(x) raja-arvo pisteessd xp on y, mikali funktion
f(x) arvot tulevat lahelle lukua y, jos x valitaan lahelta lukua xo.

Olkoon € > 0 pieni positiiviluku ja f(x) = 2x. Jos nyt valitaan x
|aheltd lukua 5, on uskottavaa, ettd 7(x) on lahelld lukua 10.
Muodollisesti tama nahdaan seuraavasti:

d(f(x),10) = |2x — 10| = 2 |x — 5] = 2d(x, 5).

Jos nyt valitaan x niin laheltd lukua 5 ettd d(x,5) < 3e, seuraa
tista ettd d(f(x),10) = 2d(x,5) < 2- 3e = . Tdma merkitsee
sita etta f(x) saadaan niin I3helle lukua 10 kuin halutaan: Etaisyys
< € kunhan x:n etaisyys luvusta 5 valitaan pienemmaksi kuin < %5.
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Raja-arvo

"Maaritelma 2"

Reaalifunktion f(x) raja-arvo pisteessd xp on y, mikali funktion
f(x) arvot tulevat mielivaltaisen lahelle lukua y, jos x valitaan
rifttavan lahelta lukua xp.

Attribuutti "13heltd” tarkoitaa sita, etdisyys d(f(x),y) tai d(x, xo)
on pieni. "Mielivaltaisen lahelta” voidaan puolestaan ilmaista
sanomalla, ettd kaikille £ > 0, etdisyys d(f(x),y) toteuttaa
d(f(x),y) < &, kunhan x on riittavan lahelld lukua xp, (siis kunhan
d(x, xp) on riittavan pieni).
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Raja-arvo

Pisteen xg € R (avoin) ymparisté on avoin vali (a, b), joka sisaltaa
pisteen xg.

Raja-arvo
Olkoon reaalifunktio f maaritelty jossakin pisteen xp avoimessa
ymparistossa mahdollisesti pistetta xp lukuunottamatta. Talloin

lim f(x)=y

X—rX0

< (Ve > 0)(3de > 0)(0 < d(x,x0) < 6 = d(f(x),y) <e).

ja sanotaan, etta reaalifunktion f raja-arvo pisteessa xp on y € R.
X—rX0

Raja-arvo Ii_>m f(x) = y voidaan merkitd myos f(x) —— y
X—X0
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Raja-arvo

Olkoon lim f(x) = A, lim g(x) = B ja ¢ € R. Seuraavat
X—X0 X—rX0
raja-arvojen laskusaannot patevat:

@ limc=c

X—>X0

o lim x = xp.
X—>X0

o lim cf(x) = cA.
X—rX0

° x“—>n}<0(f(x) +g(x))=A+B.
° Xlir;o(f(x)g(x)) = AB.

f A
@ Jos B # 0, niin xlij)q, gtg = B

e Jos lim f(x) =y ja )!i_r}nyg(x) =z, niin lim g(f(x)) = z.

X—Xp X— X0
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Raja-arvo

im 3x% 4+ 2x + 1 _ 3i@1X'lE11X+2>I<T1X+>|<Tll
x—1 x+3 lim x + lim 3
x—1 x—1
. 3-12+2-1+1_6 3
- 1+3 42 )
lim 21%7
x—0 X
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Raja-arvo

1

Raja-arvoa lim ei ole olemassa.
X—2

Jos nimittain x > 2, voidaan kirjoittaa x =2 + € ja i = % >0,

ja mita pienemmaksi € > 0 valitaan, sita suurempi on %
Toisaalta, jos x < 2 voidaan kirjoittaa x =2 — € ja x£2
Ja mita pienemmaksi € > 0 valitaan, sita pienempi on —¢

1
~lco
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Raja-arvokasitteen laajennuksia

Olkoon reaalifunktio f maaritelty jossakin pisteen xo ymparistossa
mahdollisesti pistetta xp lukuunottamatta.

lim f(x) = o0

X—rX0

< (VM > 0)(3om > 0)(0 < d(x,x0) < om — f(x) > M)

Talloin sanotaan, etta funktion f raja-arvo pisteessa xo on aareton.

Raja-arvot

lim f(x) =—o00, lim f(x)=y ja lim f(x) =00

X—rX0 X—00 X—00

seka vastaavat symbolin —oo sisaltavat raja-arvot maaritellaan
analogisesti.
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Raja-arvokasitteen laajennuksia

lim — =
XinO x2 S
silla & > M, kun |x| < ﬁ
Jos siis d(0,x) = [x — 0] = |x| < LM =d0pm,on L >M

m
x—2 X — 2
ei ole olemassa myoskaan aarettomana.

Jos olisi (00), pitéisi olla L5 > 100 aina, kun d(x,2) < d100. Nain
1

ei voi olla, silla arvoilla x <2 on = < 0.
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