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Yksinkertaiset differentiaaliyhtalot

Suoraviivainen tasaisesti kiihtyva liike

s"(t) = V/(t) = a(t) = a.

V.

Radioaktiivinen hajoaminen

4

Automaattisorvi

.
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Automaattisorvi
ODE to machining

Tool is moving perpendicular to the workpiece
(grooving) with constant surface speed, so that the
rotation speed of the workpiece increases to
compensate the diameter change.

Diameter at the beginning of cutting is Do, constant
surface speed is vc, and feed is f.
a) Calculate the diameter D of the workpiece as a
function of time.
b) How long does it take to cut through the whole
workpiece, when cutting parameters are:

vc=140 m/min, f=0.4 mm/rev, Do=119 mm

Do

[De-D(B)]:2

Solution:
Feed speed is feed multiplied with rotation speed:
vr(6) = fw(t)
Rotation speed is cutting speed divided with
circumference:
Ve
nD(t)

¢

w(t) =

D() =D, —J’Zf#ﬁt)dr
’

d _ 1
2O = =2fvc Ynges

D)D) = —2fve Yr=C
Integration by parts [ uv = uv — [uv
[po=p2[bp

From above, we know that DD = ¢
fDD:DZ—fC
fDD:J-C:Cri»k

Ct+k=D2—(Ct+k)
D(t) =2k +2Ct
D(0) = Dy = V2k >k = Dy*/2

D) = Dy’ = 4fve Ynt

vc=140 m/min

o
f=0.4 mm/rev
Do=119 mm

o0
o
D(tmax) =0
tmax =11.9...5 \
g s ® !
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Valiarvolause

Rollen lause

Jos f on valilla [a, b] derivoituva ja f(a) = f(b), on maksimi- tai
minimikohdassa valilld [a, b] voimassa f/(£) = 0.

4
Differentiaalilaskennan valiarvolause

Jos f on jatkuva vilillad [a, b] ja derivoituva vililla (a, b), niin
talléin on ainakin yksi piste £ € (a, b), jossa

FI(E)(b — a) = f(b) — f(a).
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Valiarvolause

Integraalilaskennan (antiderivaatojen) peruslause

Jos valilla / on f'(x) = 0, niin f on vakio valilla /.

Jos a, x € [, niin

joten f(x) = f(a).

Jos f'(x) = g'(x) valilla I, niin f(x) = g(x) + C valilla /

Funktio h(x) = f(x) — g(x) toteuttaa h'(x) = f'(x) — g'(x)
joten se on vakio C valilla /.
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Valiarvolause

Jos f/(x) > 0 vililla I = (a, b), niin f on kasvava valilla [a, b]

Valitaan x; < xo valilta [a, b]. Talloin

fx2) — f(x1) = @(XZ —x1) > 0.
>0 >0

Jos vililla (a, b) on f'(x) > 0, f'(x) <0, tai f(x) <0, voidaan
vastaavasti todistaa, etta funktio f on aidosti kasvava, vaheneva,
tai aidosti vaheneva vililla [a, b].
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Valiarvolause
Yleistetty valiarvolause

Jos f ja g ovat jatkuvia valilla [a, b] ja derivoituvia sen sisélld, on
olemassa piste £ € (a, b), jossa

f'(€)(g(b) — g(a)) = &g'(§)(F(b) — f(a)). )

(Todistws ...
Apufunktio

h(x) = f(x)(g(b) — g(a)) — g(x)(f(b) — f(a))

toteuttaa Rollen lauseen ehdot, joten on olemassa &, jolle

W (€) = 0. Koska h'(x) = f'(x)(g(b) — g(a)) — &'(x)(f(b) — f(a)),
seuraa vaite suoraan tasta. L]

v

Tavallinen viliarvolause saadaan yleistetystd valitsemalla g(x) = x.
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I"'Hospitalin saanto

Lause (I'Hospital)

Olkoon )I(T;'a f(x)=0ja )I(lnag(x) = 0 ja raja-arvo

lim e
x—a g'(x)

olemassa aarellisena tai aarettomana. Silloin

lim m = lim f/(X).
x—ag(x) x—ag/(x)

.
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I"'Hospitalin saanto
Todistuksen idea

Yleistetyn valiarvolauseen perusteella
') _ f(x)=f(a) _ f(x)
g€ &lx)-gla) &)

)
missa £ € (a, x) (Jos f(
maarltellaan ne nollaksi
joten & 20,

9

a) tai g(a) ei ole alemmin maaritelty,
). Koko ajan joka tapauksessa [¢| < |x],

Esimerkkeja

i In x
o lim
x—1 X2 -1

sinx — x

o lim 3
x—0 X
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Kayran tangentti

Esimerkkeja

o Kiayrin y = f(x) = x> tangentti pisteessi

o Yksikkdympyrille x? + y? = 1 pisteeseen (
tangentin yhtalo.
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Muutoksen arviointi

Lineaarinen approksimaatio

f(x+ h) — f(x) = f'(x)h
Merkitdan Ax = h ja Ay = f(x + Ax) — f(x), jolloin

f(x+ Ax) — f(x) =~ f'(x) - Ax

Ay

v

Pallon sadetta kasvatetaan prosentin verran. Paljonko kasvaa
tilavuus?
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Funktion kulku

Maaritelma

Piste xp on reaalifunktion f lokaali maksimi, jos on olemassa
sellainen pisteen xo ymparisto /, ettd f(x) < f(xo) aina, kun x € /.
Vastaavasti maaritellaan lokaali minimi. Lokaaleja maksimeja ja
minimeja kutsutaan yhteisella nimella aariarvopisteet.

Jos f on derivoituva, on Rollen lauseen todistuksen perusteella
adriarvopisteissa xg on valttamatta f'(xp) = 0.
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Funktion kulku

Voidaan todistaa: Jos f'(xg) = 0 ja f”(xp) < 0, on xq lokaali
maksimi. Jos taas f”(xg) > 0, on xg lokaali minimi. Jos taas

f"(x0) = 0, ei xp valttamaitta ole dariarvopiste, vaan voi olla ns.
satulapiste.
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Taylorin polynomit

Derivaatta <> 1. asteen approksimaatio

f(x+ h) —f(x) = ah,

missa ¢; = f'(x).

Korkeamman asteen approksimaatiot:

f(x + h) — f(x) = cth+ coh® + czh® + ... + c,h"

Merkitdan viela cp = f(x), jolloin

f(x+h)%c0+c1h+c2h2+C3h3+...+c,,h"
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Taylorin polynomit

Sinifunktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit

Sinifunktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit

Sinifunktion approksimaatioita

&
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Taylorin polynomit
Sinifunktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit

Sinifunktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit
Sinifunktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit

Eksponenttifunktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit
Eksponenttifunktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit

Eksponenttifunktion approksimaatioita

=
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Taylorin polynomit
Eksponenttifunktion approksimaatioita
4+ I/
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Taylorin polynomit

Eksponenttifunktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit

Eksponenttifunktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit

Korkeamman asteen approksimaatiot

Jos
f(x+h):co—i—clh+c2h2+C3h3+...,

miten maaritetadn cp, c1, ¢, ... ? Tiedetddn, ettd ¢y = f(x) ja
c1 = f'(x). Laskemalla % nahdaan, etta pitaisi olla

f'(x + h) = c1 + 2c0h + 3c3h?® + degh® + 5ash* + ...,

johon sijoittamalla h = 0 nidhdaan, ettd f'(x) = c;. Laskemalla %
uudelleen nahdaan, etta pitaisi olla

f"(x 4+ h) = 2cy + 6¢c3h + 12c4h° + 20cs5h® + . ..

ja sijoittamalla h = 0 ndhdaan, ettd f’(x) = 2c.
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Taylorin polynomit

Korkeamman asteen approksimaatiot

Laskemalla % uudelleen nahdaan, etta pitaisi olla
f”(x 4+ h) = 2cy + 6¢c3h + 12¢c4h? + 20csh® + . ...

ja sijoittamalla h = 0 ndhd&an, ettd f”(x) = 2¢,. Derivoimalla

edelleen saadaan

" (x 4+ h) = 6¢c3 + 24ch + 60csh® + 120c6h® + . ..

ja sijoittamalla h = 0 ndhdaan, ettd ' (x) = 6¢s.
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Taylorin polynomit

Korkeamman asteen approksimaatiot

Yleisesti, etsittaessa kerrointa c, esityksesta

f(x+h) =c+ah+...+ch"+...
derivoidaan n kertaa h:n suhteen, jolloin saadaan
F(x 4+ h) = nle, + (n+1)lcpyrh + ...
Sijoittamalla h = 0 nahdaan, etta
f(N(x) = nlc,,

josta
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