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Reaalilukujen ominaisuuksia

@ Onko yhtilolld x? = 2 ratkaisua reaalilukujen joukossa R?

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 3 2 of 52



Reaalilukujen ominaisuuksia

@ Onko yhtilolld x? = 2 ratkaisua reaalilukujen joukossa R?

@ Onko yhtilolld x? = —1 ratkaisua reaalilukujen joukossa R?
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Reaalilukujen ominaisuuksia

@ Onko yhtilolld x? = 2 ratkaisua reaalilukujen joukossa R?
@ Onko yhtilolld x? = —1 ratkaisua reaalilukujen joukossa R?

@ Mista johtuu eroavaisuus vastauksissa?
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Onko yhtilolla x? = 2 ratkaisua reaalilukujen joukossa R?
Onko yhtilolla x? = —1 ratkaisua reaalilukujen joukossa R?

Mista johtuu eroavaisuus vastauksissa?

e 6 o6 o

Mita tarkalleen ottaen ovat reaaliluvut?
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Onko yhtilolla x? = 2 ratkaisua reaalilukujen joukossa R?
Onko yhtilolla x? = —1 ratkaisua reaalilukujen joukossa R?
Mista johtuu eroavaisuus vastauksissa?

Mita tarkalleen ottaen ovat reaaliluvut?

Miksi v/2 on olemassa joukossa R?

e 6 66 o6 o
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Onko yhtilolla x? = 2 ratkaisua reaalilukujen joukossa R?
Onko yhtilolla x? = —1 ratkaisua reaalilukujen joukossa R?
Mista johtuu eroavaisuus vastauksissa?

Mita tarkalleen ottaen ovat reaaliluvut?

Miksi v/2 on olemassa joukossa R?

Miksi yhtilon x> = —1 ratkaisua ei ole joukossa R?

e 6 6 6 o o
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Reaalilukujen aksiomatisointi
Peruskasitteet: joukko R, operaatiot + ja -, alkiot 0 ja 1 € R.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Reaalilukujen aksiomatisointi

Peruskasitteet: joukko R, operaatiot + ja -, alkiot 0 ja 1 € R.
Kunta-aksioomat:

@ Kaikille reaaliluvuille a, b ja ¢ patee a+ (b+c¢) = (a+b)+c
jaa-(b-c)=(a-b)-c.
@ Jokaiselle reaaliluvulle a patee 0 +a=ajal-a= a.

© Jokaista reaalilukua a kohti on olemassa a:n vastaluku —a,
joka toteuttaa a + (—a) = 0 ja jokaista nollasta eroavaa
reaalilukua a kohti on olemassa kiinteisluku a1, joka
toteuttaa a-a~ ! = 1.

@ Kaikille reaaliluvuille a ja b patee a+b=b+ajaa-b=b-a.

@ kaikille reaaliluvuille a, b, ja c patee a- (b+c)=a-b+a-c.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Maaritelma (Vahennys- ja jakolasku)

@ a—b=a+(-b)

° JosbyéO,Z:a-b_l.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Maaritelma (Vahennys- ja jakolasku)

@ a—b=a+(-b)
° Josb;éO,Z:a-b_l.

.

@ Jokaisella luvulla voi olla vain yksi vastaluku.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Maaritelma (Vahennys- ja jakolasku)
@ a—b=a+(-b)
0 Josb#0, 2 =a b1

b

o Jokaisella luvulla voi olla vain yksi vastaluku. Jos nimittain
a:n vastalukuja olisivat seka a; ja ap, olisi
a+a=0=a+ ap,
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Maaritelma (Vahennys- ja jakolasku)
@ a—b=a+(-b)
0 Josb#0, 2 =a b1

b

o Jokaisella luvulla voi olla vain yksi vastaluku. Jos nimittain
a:n vastalukuja olisivat seka a; ja ap, olisi
a+ a3 = 0= a+ ap, mista voidaan paatella, etta
aa=a+0=a+(a+a)=(a1+a)+a=0+a=a
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Maaritelma (Vahennys- ja jakolasku)

@ a—b=a+(-b)

° Josb;éO,Z:a-b_l.

o Jokaisella luvulla voi olla vain yksi vastaluku. Jos nimittain
a:n vastalukuja olisivat seka a; ja ap, olisi
a+ a3 = 0= a+ ap, mista voidaan paatella, etta
aa=a+0=a+(a+a)=(aa+a)+ta=0+a=a

@ Samoin voidaan paatelld ettad jokaisella a # 0 voi olla vain yksi
kaanteisluku.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Maaritelma (Vahennys- ja jakolasku)
@ a—b=a+(-b)
0 Josb#0, 2 =a b1

b

o Jokaisella luvulla voi olla vain yksi vastaluku. Jos nimittain
a:n vastalukuja olisivat seka a; ja ap, olisi
a+ a3 = 0= a+ ap, mista voidaan paatella, etta
aa=a+0=a+(a+a)=(a1+a)+a=0+a=a

@ Samoin voidaan paatelld ettad jokaisella a # 0 voi olla vain yksi

kaanteisluku.

1 1

a

L =a -.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Maaritelma (Vahennys- ja jakolasku)

@ a—b=a+(-b)

° Josb;éO,Z:a-b_l.

o Jokaisella luvulla voi olla vain yksi vastaluku. Jos nimittain
a:n vastalukuja olisivat seka a; ja ap, olisi
a+ a3 = 0= a+ ap, mista voidaan paatella, etta
aa=a+0=a+(at+a)=(a1+a)+a=0+a=a

@ Samoin voidaan paatelld ettad jokaisella a # 0 voi olla vain yksi

kaanteisluku.

1=51

@ Aksioomissa ei mainita, etta kaikille a€ R a-0 = 0.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Maaritelma (Vahennys- ja jakolasku)

@ a—b=a+(-b)

° Josb;éO,Z:a-b_l.

o Jokaisella luvulla voi olla vain yksi vastaluku. Jos nimittain
a:n vastalukuja olisivat seka a; ja ap, olisi
a+ a3 = 0= a+ ap, mista voidaan paatella, etta
aa=a+0=a+(at+a)=(a1+a)+a=0+a=a

@ Samoin voidaan paatelld ettad jokaisella a # 0 voi olla vain yksi

kaanteisluku.

1 _ -1
05—3 .

@ Aksioomissa ei mainita, etta kaikille a€ R a-0=0. Tama on
looginen seuraus aksioomista.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Todistus:
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Todistus:
© a-0=a-(0+0)=a-0+4a-0
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Todistus:
© a-0=a-(0+0)=a-0+4a-0
@ =>a-0+(—a-0)=(a-04+a-0)+(—a-0)
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Todistus:

© a-0=a-(0+0)=a-0+4a-0
@ =>a-0+(—a-0)=(a-04+a-0)+(—a-0)
e =>0=a-0+(a-0+(—a-0))
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Todistus:

© a-0=a-(0+0)=a-0+a-0
@ =>a-0+(—a-0)=(a-04+a-0)+(—a-0)
e =>0=a-0+(a-0+(—a-0))=a-0+0
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Todistus:

© a-0=a-(0+0)=a-0+a-0
@ =>a-0+(—a-0)=(a-04+a-0)+(—a-0)
e =>0=a-0+(a-0+(—2-0))=a-0+0=a-0
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Jarjestysaksioomat

On olemassa osajoukko R C R, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

@ Jokaista reaalilukua a kohti patee tarkalleen yksi
vaihtoehdoista a € Ry, a=0tai —a € R,.

@ Josa,be Ry, nina+b a-beR,.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 3 6 of 52



Reaalilukujen ominaisuuksia
Jarjestysaksioomat

On olemassa osajoukko R C R, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

@ Jokaista reaalilukua a kohti patee tarkalleen yksi
vaihtoehdoista a € Ry, a=0tai —a € R,.

@ Josa,be Ry, nina+b a-beR,.

Maaritelma

Suuremmuusrelaatio > maaritellaan seuraavasti:

a>bsa-beR,.
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Reaalilukujen ominaisuuksia
Jarjestysaksioomat

On olemassa osajoukko R C R, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

@ Jokaista reaalilukua a kohti patee tarkalleen yksi
vaihtoehdoista a € Ry, a=0tai —a € R,.

@ Josa,be Ry, nina+b a-beR,.

Maaritelma

Suuremmuusrelaatio > maaritellaan seuraavasti:

a>bsa-beR,.
Relaatio > maaritellaan ehdolla

a>bsa—beRLU{0}
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Reaalilukujen ominaisuuksia
Jarjestysaksioomat

On olemassa osajoukko R C R, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

@ Jokaista reaalilukua a kohti patee tarkalleen yksi
vaihtoehdoista a € Ry, a=0tai —a € R,.

@ Josa,be Ry, nina+b a-beR,.

Maaritelma

Suuremmuusrelaatio > maaritellaan seuraavasti:

a>bsa-beR,.
Relaatio > maaritellaan ehdolla

a>bsa—beRLU{0}

Relaatiot < ja < maaritellaan analogisesti.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Jos a> bjab>c, niina>c.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Jos a> bjab>c, niina>c.
Todistus:
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Jos a> bjab>c, niina>c.
Todistus:
Ensinnakin a > b tarkoittaa etta a — b € R, ja vastaavasti b > ¢

tarkoittaa etta b — c € R;..
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Jos a> bjab>c, niina>c.

Todistus:

Ensinnakin a > b tarkoittaa etta a — b € R, ja vastaavasti b > ¢
tarkoittaa etta b — c € R;..

Jarjestysaksioomien mukaan talloin patee

a—c=a—b+b—ceRy,
~—— N
S ERy
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Jos a> bjab>c, niina>c.

Todistus:

Ensinnakin a > b tarkoittaa etta a — b € R, ja vastaavasti b > ¢
tarkoittaa etta b — c € R;..

Jarjestysaksioomien mukaan talloin patee

a—c=a—b+b—ceRy,
~—— N
S ERy

mika puolestaan tarkoittaa etta a > c.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Jos a> bjab>c, niina>c.

Todistus:

Ensinnakin a > b tarkoittaa etta a — b € R, ja vastaavasti b > ¢
tarkoittaa etta b — c € R;..

Jarjestysaksioomien mukaan talloin patee

a—c=a—b+b—ceRy,
~—— N
S ERy

mika puolestaan tarkoittaa etta a > c.

Mieti miksi pitda olla 1 € Ry ja miksi (—1)a = —a.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Josa<cjab<d niina+b<c+d.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Josa<cjab<d niina+b<c+d.
Todistus. a < ¢ ja b < d tarkoittavat c —a€ Ry jad — b e R,.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Josa<cjab<d niina+b<c+d.
Todistus. a < ¢ ja b < d tarkoittavat c —a€ Ry jad — b e R,.
Talloin c+d—(a+b)=c—a+d—beRy, siis

at+tb<c+d
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Josa<cjab<d niina+b<c+d.
Todistus. a < ¢ ja b < d tarkoittavat c —a€ Ry jad — b e R,.
Talloin c+d—(a+b)=c—a+d—beRy, siis

at+tb<c+d

JosO<a<cjal< b<d,niinab< cd
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Josa<cjab<d niina+b<c+d.
Todistus. a < ¢ ja b < d tarkoittavat c —a€ Ry jad — b e R,.
Talloin c+d—(a+b)=c—a+d—beRy, siis

at+tb<c+d

JosO<a<cjal< b<d,niinab< cd
Todistus: a < ¢ ja b < d tarkoittavat sita, etta c —a € Ry ja
d—-—beR;.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Josa<cjab<d niina+b<c+d.
Todistus. a < ¢ ja b < d tarkoittavat c —a€ Ry jad — b e R,.
Talloin c+d—(a+b)=c—a+d—beRy, siis

at+tb<c+d

JosO<a<cjal< b<d,niinab< cd

Todistus: a < ¢ ja b < d tarkoittavat sita, etta c —a € Ry ja

d — b € R;. Lisaksi aiemmin havaitun mukaan ehdoista 0 < a ja
a<cseuraa 0 <c,siisceRy.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Josa<cjab<d niina+b<c+d.
Todistus. a < ¢ ja b < d tarkoittavat c —a€ Ry jad — b e R,.
Talloin c+d—(a+b)=c—a+d—beRy, siis

at+tb<c+d

JosO<a<cjal< b<d,niinab< cd

Todistus: a < ¢ ja b < d tarkoittavat sita, etta c —a € Ry ja

d — b € R;. Lisaksi aiemmin havaitun mukaan ehdoista 0 < a ja
a < cseuraa 0 < c, siis c € Ry. Talloin

cd—ab=cd—cb+cb—ab=c(d—b)+ b(c —a) € Ry,
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Josa<cjab<d niina+b<c+d.
Todistus. a < ¢ ja b < d tarkoittavat c —a€ Ry jad — b e R,.
Talloin c+d—(a+b)=c—a+d—beRy, siis

at+tb<c+d

JosO<a<cjal< b<d,niinab< cd

Todistus: a < ¢ ja b < d tarkoittavat sita, etta c —a € Ry ja

d — b € R;. Lisaksi aiemmin havaitun mukaan ehdoista 0 < a ja
a < cseuraa 0 < c, siis c € Ry. Talloin

cd—ab=cd—cb+cb—ab=c(d—b)+ b(c —a) € Ry,

siis ab < cd.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Maaritelma:

X, jos x >0,
x=1
, Jos x < 0.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Maaritelma:
X, jos x >0,
x| =

—x, Jos x < 0.
V.
e x| >0.

o |xy| = |x|lyl.
o — |x| < x < |x]
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Maaritelma:
X, jos x >0,
x| =

—x, Jos x < 0.
V.
e x| >0.

o |xy| = |x|lyl.
o — |x| < x < |x]

@ Jos —|y| < x < |y|, niin [x] < |y].
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Maaritelma:
X, jos x >0,
x| =

—x, Jos x < 0.
V.
e x| >0.

o |xy| = |x|lyl.
o — |x| < x < |x]

@ Jos —|y| < x < |y|, niin [x] < |y].
o |x+y| <|x|+|y|] Vx,y € R.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Maaritelma:
X, jos x >0,
x| =

—x, Jos x < 0.
V.
e x| >0.

o |xy| = |x|lyl.
o — |x| < x < |x]

@ Jos —|y| < x < |y|, niin [x] < |y].
o |x+y| <|x|+|y|] Vx,y € R.
o [Ix| =yl < |x+yl.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Maaritelma:
X, jos x >0,
x| =

—x, Jos x < 0.
V.
e x| >0.

o |xy| = |x|lyl.
o — |x| < x < |x]

@ Jos —|y| < x < |y|, niin [x] < |y].
o |x+y| <|x|+|y|] Vx,y € R.
o [Ix| =yl < |x+yl.

Kolmioepayhtalo

Epayhtaloa |x + y| < |x| + |y| kutsutaan kolmioepayhtaloksi.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Kahden reaaliluvun valinen etaisyys d(x,y) maaritellddn
seuraavasti: d(x,y) = |x — y|
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Kahden reaaliluvun valinen etaisyys d(x,y) maaritellddn
seuraavasti: d(x,y) = |x — y|

4

Kaikille reaaliluvuille x, y ja z patee
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Kahden reaaliluvun valinen etaisyys d(x,y) maaritellddn
seuraavasti: d(x,y) = |x — y|

4

Kaikille reaaliluvuille x, y ja z patee

@ d(x,y) >0 jad(x,y) =0 vain jos x = y.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Kahden reaaliluvun valinen etaisyys d(x,y) maaritellddn
seuraavasti: d(x,y) = |x — y|

4

Kaikille reaaliluvuille x, y ja z patee

@ d(x,y) >0 jad(x,y) =0 vain jos x = y.
o d(x,y) = d(y,x).
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Kahden reaaliluvun valinen etaisyys d(x,y) maaritellddn
seuraavasti: d(x,y) = |x — y|

4

Kaikille reaaliluvuille x, y ja z patee

@ d(x,y) >0 jad(x,y) =0 vain jos x = y.
o d(x,y) = d(y,x).
o d(x,z) < d(x,y)+d(y,z).
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Seka d(a+ b, c + d) ettd d(ab, cd) saadaan miten pieniksi
hyvansa, kunhan d(a, c¢) ja d(b, d) valitaan riittdvan pieniksi.

.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Seka d(a+ b, c + d) ettd d(ab, cd) saadaan miten pieniksi
hyvansa, kunhan d(a, c¢) ja d(b, d) valitaan riittdvan pieniksi.
e dlat+bc+d)=|la+b—(c+d)=la—c+b—-d| <
la—c|+|b—d|=d(a,c)+d(b,d)

.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Seka d(a+ b, c + d) ettd d(ab, cd) saadaan miten pieniksi
hyvansa, kunhan d(a, ¢) ja d(b, d) valitaan riittavan pieniksi.
e dlat+bc+d)=|la+b—(c+d)=la—c+b—-d| <
la—c|+|b—d|=d(a,c)+d(b,d)
e d(ab,cd) = |ab — cd| = |ab— ad + ad — cd| =
|a(b —d) +(a—c)d| < al|b—d| +|a—c[|d] =
la| d(b,d) + |d| d(a, c).

.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Seka d(a+ b, c + d) ettd d(ab, cd) saadaan miten pieniksi
hyvansa, kunhan d(a, ¢) ja d(b, d) valitaan riittavan pieniksi.
e dlat+bc+d)=|la+b—(c+d)=la—c+b—-d| <
la—c|+|b—d|=d(a,c)+d(b,d)
e d(ab,cd) = |ab — cd| = |ab— ad + ad — cd| =
|a(b —d) +(a—c)d| < al|b—d| +|a—c[|d] =
la| d(b,d) + |d| d(a, c).

d(x%,9) = [x* = 9| = |(x + 3)(x — 3)| = [x + 3| d(x, 3).

Jos x on niin ldhelld lukua 3 ettad d(x,3) < 1, on silloin 2 < x < 4
ja siksi [x + 3| < 4+ 3 = 7. Tallgin siis d(x2,9) < 7d(x, 3).
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Myos rationaalilukujen joukko toteuttaa seka kunta- etta
jarjestysaksioomat. Ratkaisua yht3loon x? = 2 ei kuitenkaan ole
joukossa Q.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Myos rationaalilukujen joukko toteuttaa seka kunta- etta
jarjestysaksioomat. Ratkaisua yht3loon x? = 2 ei kuitenkaan ole
joukossa Q.

Maaritelma
Olkoon AC R, A# 0.
@ Luku M on joukon A ylaraja, mikali (Vx)(x € A — x < M)

@ Luku S = sup A on joukon A pienin ylaraja, supremum, jos S
on ylaraja ja

(Ve >0)(Fac A)(a>S —¢)
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Myos rationaalilukujen joukko toteuttaa seka kunta- etta
jarjestysaksioomat. Ratkaisua yht3loon x? = 2 ei kuitenkaan ole
joukossa Q.

Maaritelma

Olkoon AC R, A# 0.
@ Luku M on joukon A ylaraja, mikali (Vx)(x € A — x < M)

@ Luku S = sup A on joukon A pienin ylaraja, supremum, jos S
on ylaraja ja

(Ve >0)(Fac A)(a>S —¢)

\

Taydellisyysaksiooma

Jokaisella epatyhjalla, ylhaalta rajoitetulla reaalilukujoukolla on
olemassa pienin ylaraja.

T = = =
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Rationaalilukujen jono 3; 3,1; 3,14; 3, 141; 3, 1415; 3,14159 ...
on kasvava jono. Jos oletetaan tunnetuksi, etta jono on ylhaalta
rajoitettu, on taydellisyysaksiooman perusteella olemassa reaaliluku
7 joka on mainitun lukujoukon pienin ylaraja.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Rationaalilukujen jono 3; 3,1; 3,14; 3, 141; 3, 1415; 3,14159 ...
on kasvava jono. Jos oletetaan tunnetuksi, etta jono on ylhaalta
rajoitettu, on taydellisyysaksiooman perusteella olemassa reaaliluku
7 joka on mainitun lukujoukon pienin ylaraja. Tama on se
reaaliluku, jota edellamainittu rationaalilukujen jono lahestyy.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Rationaalilukujen jono 3; 3,1; 3,14; 3, 141; 3, 1415; 3,14159 ...
on kasvava jono. Jos oletetaan tunnetuksi, etta jono on ylhaalta
rajoitettu, on taydellisyysaksiooman perusteella olemassa reaaliluku
7 joka on mainitun lukujoukon pienin ylaraja. Tama on se
reaaliluku, jota edellamainittu rationaalilukujen jono lahestyy.

Jos valitaan mika hyvansa jono rationaalilukuja

n <rmn<r...< M, niin taydellisyysaksiooman nojalla on
olemassa sellainen reaaliluku «, jota jono ry, r, r3, ... lahestyy.
Pienimman ylarajan ominaisuudesta nimittain seuraa, etta Ve > 0
«a — € ei ole ko. jonon ylaraja, ja siis on olemassa sellainen r, etta
a—ec<rm<a.

= = = = =
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Ei aaretonta alkiota

M+1>M+0=M
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Ei aaretonta alkiota

M+1>M+0=M

Maaritelma

Luku € > 0 on infinitesimaali eli aarettoman pieni, jos Vn

n-e=e+e+...+e<1
~—_—
n kpl
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Ei aaretonta alkiota

M+1>M+0=M

Maaritelma

Luku € > 0 on infinitesimaali eli aarettoman pieni, jos Vn

n-e=e+e+...+e<1
~—_—
n kpl

Ei infinitesimaaleja
Jos olisi (Vn) ne < M, on joukko A = {ne | n € N} ylhaalta
rajoitettu ja nain ollen silla on pienin ylaraja S.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Ei aaretonta alkiota

M+1>M+0=M

Maaritelma

Luku € > 0 on infinitesimaali eli aarettoman pieni, jos Vn

n-e=e+e+...+e<1
~—_—
n kpl

Ei infinitesimaaleja

Jos olisi (Vn) ne < M, on joukko A = {ne | n € N} ylhaalta
rajoitettu ja nain ollen silla on pienin ylaraja S. Nain ollen S — ¢ ei
ole joukon ylaraja ja siksi (3m) me > S — ¢, mista seuraa
(m+1)e > S.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Ei aaretonta alkiota

M+1>M+0=M

Maaritelma

Luku € > 0 on infinitesimaali eli aarettoman pieni, jos Vn

n-e=e+e+...+e<1
~—_—
n kpl

Ei infinitesimaaleja

Jos olisi (Vn) ne < M, on joukko A = {ne | n € N} ylhaalta
rajoitettu ja nain ollen silla on pienin ylaraja S. Nain ollen S — ¢ ei
ole joukon ylaraja ja siksi (3m) me > S — ¢, mista seuraa
(m+1)e > S. Mutta (m+ 1)e € A, joten S ei olekaan joukon
ylaraja.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

o Jokaisella valilla (a, b) on rationaaliluku r ja irrationaaliluku «
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Reaalilukujen ominaisuuksia

o Jokaisella valilla (a, b) on rationaaliluku r ja irrationaaliluku «

@ Desimaaliesitys
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Reaalilukujen ominaisuuksia

o Jokaisella valilla (a, b) on rationaaliluku r ja irrationaaliluku «

@ Desimaaliesitys

@ Rationaaliset approksimaatiot.
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Reaalifunktiot

Maaritelma

Funktiota f : A — B sanotaan reaalifunktioksi, jos f on maaritelty
jossakin joukossa A C R ja saa arvonsa jossakin joukossa B C R.
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Reaalifunktiot

Maaritelma

Funktiota f : A — B sanotaan reaalifunktioksi, jos f on maaritelty
jossakin joukossa A C R ja saa arvonsa jossakin joukossa B C R.
Jos f(x) = y, sanotaan, ettd x on y:n alkukuva, ja y on x:n kuva.
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Reaalifunktiot

Maaritelma

Funktiota f : A — B sanotaan reaalifunktioksi, jos f on maaritelty
jossakin joukossa A C R ja saa arvonsa jossakin joukossa B C R.
Jos f(x) = y, sanotaan, ettd x on y:n alkukuva, ja y on x:n kuva.

v
Maaritelma

Olkoon f : A — B (reaali)funktio

e Funktio on injektiivinen, jos f(x1) = f(x2) = x1 = xo.
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Reaalifunktiot

Funktiota f : A — B sanotaan reaalifunktioksi, jos f on maaritelty

jossakin joukossa A C R ja saa arvonsa jossakin joukossa B C R.

Jos f(x) = y, sanotaan, ettd x on y:n alkukuva, ja y on x:n kuva.
v

Maaritelma

Olkoon f : A — B (reaali)funktio

e Funktio on injektiivinen, jos f(x1) = f(x2) = x1 = xo.

e Funktio on surjektiivinen, jos (Vy € B)(3x € A)(f(x) = y).
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Reaalifunktiot

Maaritelma

Funktiota f : A — B sanotaan reaalifunktioksi, jos f on maaritelty
jossakin joukossa A C R ja saa arvonsa jossakin joukossa B C R.
Jos f(x) = y, sanotaan, ettd x on y:n alkukuva, ja y on x:n kuva.

v

Maaritelma

Olkoon f : A — B (reaali)funktio

e Funktio on injektiivinen, jos f(x1) = f(x2) = x1 = xo.
e Funktio on surjektiivinen, jos (Vy € B)(3x € A)(f(x) = y).

o Funktio on bijektiivinen, jos se on seka injektiivinen etta
surjektiivinen.
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Reaalifunktiot

Funktiota f : A — B sanotaan reaalifunktioksi, jos f on maaritelty
jossakin joukossa A C R ja saa arvonsa jossakin joukossa B C R.
Jos f(x) = y, sanotaan, ettd x on y:n alkukuva, ja y on x:n kuva.

Olkoon f : A — B (reaali)funktio

e Funktio on injektiivinen, jos f(x1) = f(x2) = x1 = xo.
e Funktio on surjektiivinen, jos (Vy € B)(3x € A)(f(x) = y).

o Funktio on bijektiivinen, jos se on seka injektiivinen etta
surjektiivinen.

Injektiivisen funktion kuvaajan jokainen vaakasuora leikkaa
korkeintaan kerran.

T =
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Reaalifunktiot

Funktiota f : A — B sanotaan reaalifunktioksi, jos f on maaritelty
jossakin joukossa A C R ja saa arvonsa jossakin joukossa B C R.
Jos f(x) = y, sanotaan, ettd x on y:n alkukuva, ja y on x:n kuva.

Maaritelma

Olkoon f : A — B (reaali)funktio
e Funktio on injektiivinen, jos f(x1) = f(x2) = x1 = xo.
e Funktio on surjektiivinen, jos (Vy € B)(3x € A)(f(x) = y).

o Funktio on bijektiivinen, jos se on seka injektiivinen etta
surjektiivinen.

Injektiivisen funktion kuvaajan jokainen vaakasuora leikkaa
korkeintaan kerran. Surjektiivisen funktion kuvaajan jokainen
vaakasuora leikkaa ainakin kerran.

T =
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Reaalifunktiot

Maaritelma

@ Reaalifunktio on (aidosti) kasvava, jos
X1 < Xop = f(Xl) < f(XQ) (f(Xl) < f(Xg))

.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 3 17 of 52



Reaalifunktiot

Maaritelma

@ Reaalifunktio on (aidosti) kasvava, jos

X1 < Xo = f(Xl) < f(XQ) (f(Xl) < f(Xg))
o Reaalifunktio on (aidosti) vaheneva, jos

x1 < xp = f(x1) > f(x2) (f(x1) > f(x2))-

.
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Reaalifunktiot

Maaritelma
@ Reaalifunktio on (aidosti) kasvava, jos
X1 < Xp = f(Xl) < f(XQ) (f(Xl) < f(Xg))
o Reaalifunktio on (aidosti) vaheneva, jos
x1 < xp = f(x1) > f(x2) (f(x1) > f(x2)).
@ Reaalifunktio on (aidosti) monotoninen, jos se on joko
(aidosti) kasvava tai (aidosti) vaheneva.

.
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Reaalifunktiot

Maaritelma
@ Reaalifunktio on (aidosti) kasvava, jos
X1 < Xp = f(Xl) < f(XQ) (f(Xl) < f(Xg))
o Reaalifunktio on (aidosti) vaheneva, jos
x1 < xo = f(x1) > f(x2) (f(x1) > f(x2)).
@ Reaalifunktio on (aidosti) monotoninen, jos se on joko
(aidosti) kasvava tai (aidosti) vaheneva.

V.

Aidosti monotoninen reaalifunktio on injektiivinen.
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Reaalifunktiot

Maaritelma

Olkoot f : A— B ja g : B — C (reaali)funktioita. Talloin
gof:A— C on yhdistetty funktio, joka maaritellaan

(g o F)(x) = g(f(x))-

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 3 18 of 52



Reaalifunktiot

Maaritelma

Olkoot f : A— B ja g : B — C (reaali)funktioita. Talloin
gof:A— C on yhdistetty funktio, joka maaritellaan

(g o F)(x) = g(f(x))-

Tassa merkinnassa funktiota g kutsutaan ulkofunktioksi ja
funktiota f sisafunktioksi. )
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Reaalifunktiot

Olkoot f : A— B ja g : B — C (reaali)funktioita. Talloin
gof:A— C on yhdistetty funktio, joka maaritellaan

(g o F)(x) = g(f(x))-

Tassa merkinnassa funktiota g kutsutaan ulkofunktioksi ja
funktiota f sisafunktioksi.

Jos £(x) = —x2 ja g(x) =

2

(g0 F)(x) = g(f(x)) = ') = =,
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Reaalifunktiot

Maaritelma

Olkoon f : A — B (reaali)funktio. Jos on olemassa sellainen
(reaali)funktio g : B — A, ettd (Vx € B)(f(g(x)) = x) ja

(Vx € A)(g(f(x)) = x), sanotaan etta g on f:n kaanteisfunktio ja
merkitain g = L.
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Reaalifunktiot

Olkoon f : A — B (reaali)funktio. Jos on olemassa sellainen
(reaali)funktio g : B — A, ettd (Vx € B)(f(g(x)) = x) ja

(Vx € A)(g(f(x)) = x), sanotaan etta g on f:n kaanteisfunktio ja
merkitain g = L.

@ Funktiolla f : A — B on olemassa kaanteisfunktio
f~1: B — A tarkalleen silloin kun f on bijektiivinen.
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Reaalifunktiot

Olkoon f : A — B (reaali)funktio. Jos on olemassa sellainen
(reaali)funktio g : B — A, ettd (Vx € B)(f(g(x)) = x) ja

(Vx € A)(g(f(x)) = x), sanotaan etta g on f:n kaanteisfunktio ja
merkitain g = L.

@ Funktiolla f : A — B on olemassa kaanteisfunktio
f~1: B — A tarkalleen silloin kun f on bijektiivinen.

@ Jos funktio on (aidosti) kasvava/vaheneva, niin myds sen
kaanteisfunktio on.
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Reaalifunktiot

Funktio f : [0,00) — [0,00), f(x) = x? on bijektio. Sen
kaanteisfunktio on f~1(x) = y/x.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 3 20 of 52



Reaalifunktiot

Funktio f : [0,00) — [0,00), f(x) = x? on bijektio. Sen
kaanteisfunktio on f~1(x) = y/x. )
Funktio f : R — R, f(x) = 2x on bijektio. Sen kdanteisfunktio on

f1(x) = 3x.
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Reaalifunktiot

Funktio f : [0,00) — [0,00), f(x) = x? on bijektio. Sen

Jx.

kaanteisfunktio on f~1(x

Funktio f : R — R, f(x) = 2x on bijektio. Sen kdanteisfunktio on

f1(x) = 3x.

Funktio f : R — R, f(x) = 1+ —=— ei ole injektio, eika surjektio.

Nain ollen silla ei ole kaanteisfunktiota.
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Reaalifunktiot

Polynomifunktiot

p(x) = a0 + aix + ax® 4 ... apx",

missa a; € R.
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Reaalifunktiot

Polynomifunktiot

p(x) = a0 + aix + ax® 4 ... apx",

missa a; € R.

Rationaalifunktiot

missa p ja g ovat polynomeja. Rationaalifunktio ei ole maaritelty
sellaisille reaaliluvuille, joille g(x) = 0.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 3 21 of 52



Reaalifunktiot

Polynomifunktiot

p(x) = ao + a1x + ax* + ... apx",

missa a; € R.

Rationaalifunktiot

missa p ja g ovat polynomeja. Rationaalifunktio ei ole maaritelty
sellaisille reaaliluvuille, joille g(x) = 0.

\,

Esimerkkeja

o p(x) =1+ 2x + 3x? esittaa polynomifunktiota

T = = =
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Reaalifunktiot

Polynomifunktiot

p(x) = ap + a1x + axx® + ... apx",

missa a; € R.

Rationaalifunktiot

missa p ja g ovat polynomeja. Rationaalifunktio ei ole maaritelty
sellaisille reaaliluvuille, joille g(x) = 0.

\,

Esimerkkeja

o p(x) =1+ 2x + 3x? esittaa polynomifunktiota

e r(x) = esittaa rationaalifunktiota, joka on maaritelty
kun x # 1.

T = = =
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Reaalifunktiot

Eksponenttifunktiot
Kun a € Ry ja n € N, maaritellaan

a =a-a-...-a
—_—
n kpl

.
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Reaalifunktiot

Eksponenttifunktiot
Kun a € Ry ja n € N, maaritellaan

a =a-a-...-4da
—_————
n kpl
Selvasti
am—i—n — am . an ja (am)n — amn
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Reaalifunktiot

Eksponenttifunktiot
Kun a € Ry ja n € N, maaritellaan

a =a-a-...-4da
—_————
n kpl
Selvasti
am—i—n — am . an ja (am)n — amn

Miten pitdd maaritelld a07?
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Reaalifunktiot

Eksponenttifunktiot

Kun a € Ry ja n € N, maaritellaan

a"=a-a-...-a
—_————
n kpl
Selvasti
am—i—n — am . an ja (am)n — amn.
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Reaalifunktiot

Eksponenttifunktiot
Kun a € Ry ja n € N, maaritellaan

a"=a-a-...-a
—_—
n kpl
Selvasti
am—i—n —am. 3" ja

Tisti seuraa, ettd a% = 1.
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Reaalifunktiot

Eksponenttifunktiot

Miten pitaa maaritella a=”, kun n € N7
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Reaalifunktiot

Eksponenttifunktiot

Miten pitaa maaritella a=”, kun n € N7

il = a0 — gntn a—nan’
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Reaalifunktiot

Eksponenttifunktiot

Miten pitaa maaritella a=”, kun n € N7
0 — —
=& = & " = g e,
josta
1
- -1
a"=(a")y"" = =
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Reaalifunktiot

Eksponenttifunktiot

Miten pitad maaritella a”", kun r = 7 € Q7

Mika Hirvensalo mikhirve®@utu.fi Luentoruudut 3 24 of 52



Reaalifunktiot

Eksponenttifunktiot

Miten pitad maaritella a”", kun r = 7 € Q7
Pitaisi olla

(@) =an"=a"
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Reaalifunktiot
Eksponenttifunktiot

Miten pitad maaritella a”", kun r = 7 € Q7
Pitaisi olla

(@) =an"=a"

v
Maaritelma

Olkoon b > 0. Luvun b n:s juuri on positiivinen reaaliluku 3, joka
toteuttaa yhtalén 3" = b. Tata merkitain symbolilla 8 = V/b.
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Reaalifunktiot
Eksponenttifunktiot

Miten pitad maaritella a”", kun r = 7 € Q7
Pitaisi olla

m.n m
n .

(a")"=an"=a2a

v
Maaritelma

Olkoon b > 0. Luvun b n:s juuri on positiivinen reaaliluku 3, joka
toteuttaa yhtalén 3" = b. Tata merkitain symbolilla 8 = V/b.
Edellamainitun perusteella pitaa maaritella

=vam = (v/a)™.

(Mieti mista viimeisin yhtasuuruus johtuu)

iy
n

a
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Reaalifunktiot

Eksponenttifunktio

Jos x € R\ Q, miten a* pitad maaritella?
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Reaalifunktiot

Eksponenttifunktio

Jos x € R\ Q, miten a* pitaa maaritella? On mahdollista valita
rationaalilukujono rn < < r3 < ... jolle x =sup{r,r,r,...}
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Reaalifunktiot

Eksponenttifunktio

Jos x € R\ Q, miten a* pitdad maaritella? On mahdollista valita
rationaalilukujono rn < < r3 < ... jolle x =sup{r,rn,r,...} ja
maaritella a* = sup{a™,a,a",...}
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Reaalifunktiot

Eksponenttifunktio

Jos x € R\ Q, miten a* pitdad maaritella? On mahdollista valita
rationaalilukujono rn < < r3 < ... jolle x =sup{r,rn,r,...} ja
maaritella a* = sup{a™,a,a",...}

Eksponenttifunktio

Edella kuvatulla menettelylla voidaan maaritella funktio
f:R— Ry, f(x)=a"

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 3 25 of 52



Reaalifunktiot

Ominaisuuksia

0 XY = 3¥a¥

.
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Reaalifunktiot

Ominaisuuksia

0 XY = 3¥a¥

@ Jos 0 < a< 1, on f aidosti vaheneva ja f:n arvot lahestyvat
nollaa kun x kasvaa rajatta mutta kasvavat rajatta kun x
pienenee rajatta

.
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Reaalifunktiot

Ominaisuuksia

0 XY = 3¥a¥

@ Jos 0 < a< 1, on f aidosti vaheneva ja f:n arvot lahestyvat
nollaa kun x kasvaa rajatta mutta kasvavat rajatta kun x
pienenee rajatta

@ Arvoilla a > 1 f on aidosti kasvava ja f:n arvot lahestyvat
nollaa kun x pienenee rajatta ja f:n arvot kasvavat rajatta kun
x kasvaa rajatta

.
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Reaalifunktiot

Ominaisuuksia

0 XY = 3¥a¥

@ Jos 0 < a< 1, on f aidosti vaheneva ja f:n arvot lahestyvat
nollaa kun x kasvaa rajatta mutta kasvavat rajatta kun x
pienenee rajatta

@ Arvoilla a > 1 f on aidosti kasvava ja f:n arvot lahestyvat
nollaa kun x pienenee rajatta ja f:n arvot kasvavat rajatta kun
x kasvaa rajatta

@ Molemmissa tapauksissa bijektio.

.
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Reaalifunktiot

Ominaisuuksia

0 XY = 3¥a¥

@ Jos 0 < a< 1, on f aidosti vaheneva ja f:n arvot lahestyvat
nollaa kun x kasvaa rajatta mutta kasvavat rajatta kun x
pienenee rajatta

@ Arvoilla a > 1 f on aidosti kasvava ja f:n arvot lahestyvat
nollaa kun x pienenee rajatta ja f:n arvot kasvavat rajatta kun
x kasvaa rajatta

@ Molemmissa tapauksissa bijektio.

@ Jos b= a on b* = (&) = a=

.
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Reaalifunktiot
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Reaalifunktiot

Logaritmi
Logaritmifunktio log, R4+ — R maaritellaan eksponenttifunktion
kaanteisfunktiona:

log,y =x<a"=y
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Reaalifunktiot

Logaritmi

Logaritmifunktio log, R4+ — R maaritellaan eksponenttifunktion
kaanteisfunktiona:

log,y =x<a"=y
Logaritmifuntio toteuttaa ehdot

o log,(xy) = log, x + log, y
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Reaalifunktiot

Logaritmi

Logaritmifunktio log, R4+ — R maaritellaan eksponenttifunktion
kaanteisfunktiona:
log,y =x<a"=y

Logaritmifuntio toteuttaa ehdot

o log,(xy) = log, x +log, y
@ log,x¥ = ylog, x.
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Reaalifunktiot

Logaritmi

Logaritmifunktio log, R4+ — R maaritellaan eksponenttifunktion
kaanteisfunktiona:
log,y =x<a"=y

Logaritmifuntio toteuttaa ehdot

o log,(xy) = log, x + log, y
@ log,x¥ = ylog, x.
@ Jos b= a on b* = (&) = a=*
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Reaalifunktiot

Logaritmi

Logaritmifunktio log, R4+ — R maaritellaan eksponenttifunktion
kaanteisfunktiona:
log,y =x<a"=y
Logaritmifuntio toteuttaa ehdot
o log,(xy) = log, x +log, y
@ log,x¥ = ylog, x.
@ Jos b= a% on b* = (&) = a ja siis

log, x

@ logyx = =
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Reaalifunktiot

y =Inx = log, x, e = 2,71828182845904523536 . . .
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Reaalifunktiot

Kuinka suureksi x pitaa valita, ettd 2X > 10°?
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Reaalifunktiot

Kuinka suureksi x pitaa valita, ettd 2X > 10°?

Koska eksponenttifunktio f(x) = 2* on aidosti kasvava ja log,
taman kaanteisfunktiona niinikaan aidosti kasvava,
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Reaalifunktiot

Kuinka suureksi x pitaa valita, ettd 2X > 10°?

Koska eksponenttifunktio f(x) = 2* on aidosti kasvava ja log,
taman kaanteisfunktiona niinikaan aidosti kasvava, voidaan
epayhtalostd paatelld log,(2X) > log,(10°),
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Reaalifunktiot

Kuinka suureksi x pitaa valita, ettd 2X > 10°?

Koska eksponenttifunktio f(x) = 2* on aidosti kasvava ja log,
taman kaanteisfunktiona niinikaan aidosti kasvava, voidaan
epayhtalostd paatelld log,(2X) > log,(10°), miki voidaan kirjoittaa
muotoon

x > 9log,(10) = 29.897 ...
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Trigonometriset funktiot

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 3 31 of 52



Trigonometriset funktiot

"Maaritelma”

Ympyrasektorin kulman suuruus on sektorin kaaren pituus jaettuna
sateen pituudella. Talldin kulma x (asteissa) voidaan muuntaa
kulmaksi y (radiaaneissa) seuraavasti: y = {g5x. Suoran kulman
suuruus on siis 5, oikokulman 7 ja tayden ympyran 27.
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Trigonometriset funktiot

"Maaritelma”

Ympyrasektorin kulman suuruus on sektorin kaaren pituus jaettuna
sateen pituudella. Talldin kulma x (asteissa) voidaan muuntaa
kulmaksi y (radiaaneissa) seuraavasti: y = {g5x. Suoran kulman
suuruus on siis 5, oikokulman 7 ja tayden ympyran 27.

"Maaritelma"

Kulman, joka kiertyy positiiviselta x-akselilta myotapaivaan
kehapiste on origokeskisen yksikkoympyran ja kulman vasemman
kyljen leikkauspiste. Taman kulman sini on kehapisteen
y-koordinaatti ja kosini x-koordinaatti.
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Trigonometriset funktiot

(cos t,sin t)
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Trigonometriset funktiot
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Trigonometriset funktiot

=" 10 —
- . e .
- 6% 0.5 E =i S -
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y =sinx
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y = cos x

sinx = cos(x — %)
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Trigonometriset funktiot

sinx =sin(x +2mn) ja cosx =cos(x+2mn), neZ
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Trigonometriset funktiot

sinx =sin(x +2mn) ja cosx =cos(x+2mn), neZ

Nollakohdat

esinx=0&xe{nr|neZ}

@ cosx=0&xe{5+nm|nclZ}
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Trigonometriset funktiot

sinx =sin(x +2mn) ja cosx =cos(x+2mn), neZ

Nollakohdat

esinx=0&xe{nr|neZ}

@ cosx=0&xe{5+nm|nclZ}

Trigonometriset kaavat

2x=1

@ sin®x + cos
@ sin(x + y) = sinx cosy + cos xsin y

@ sinx = cos(x — %), jne.
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Trigonometriset funktiot
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Trigonometriset funktiot

sin: [-5, 3] = [-1,1] sin™t: [-1,1] =[5, 5]
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Trigonometriset funktiot

sin: [-5, 3] = [-1,1] sin™t: [-1,1] =[5, 5]
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Trigonometriset funktiot

sin: [~3.5] > [-L1] sin i [-1.1] - [-5.3]
1 |
10 e /"‘
//’- * //
///_1/ #
i /-// ' ///
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Trigonometriset funktiot

Kaanteisfunktiot

e Funktion f : [-7, 5] — [-1,1], f(x) = sin x kaanteisfunktio

on nimeltaan arkussini, merkitain arcsin tai sin~ 1.
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Trigonometriset funktiot

Kaanteisfunktiot

e Funktion f : [-7, 5] — [-1,1], f(x) = sin x kaanteisfunktio

on nimeltaan arkussini, merkitain arcsin tai sin~ 1.

e Funktion f : [0, 7] — [—1,1], f(x) = cos x kaanteisfunktio on

nimeltaan arkuskosini, merkitaan arccos tai cos 1.
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Trigonometriset funktiot

Kaanteisfunktiot

e Funktion f : [-7, 5] — [-1,1], f(x) = sin x kaanteisfunktio

on nimeltaan arkussini, merkitain arcsin tai sin~ 1.

e Funktion f : [0, 7] — [—1,1], f(x) = cos x kaanteisfunktio on
nimeltaan arkuskosini, merkitaan arccos tai cos 1.

o Funktion f : (—%,%) = R, f(x) = tan x kaanteisfunktio on

nimeltdan arkustangentti, merkitdan arctan tai tan™?.
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Trigonometriset funktiot

@ sin(—x) = —sinx
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Trigonometriset funktiot

@ sin(—x) = —sinx

@ cos(—x) = cosx
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Trigonometriset funktiot

@ sin(—x) = —sinx
@ cos(—x) = cosx

@ cos(x + ) = —cos x
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Trigonometriset funktiot

@ sin(—x) = —sinx

@ cos(—x) = cosx
@ cos(x + ) = —cos x

@ sin(x +m) = —sinx
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Trigonometriset funktiot

@ sin(—x) = —sinx

@ cos(—x) = cosx

@ cos(x + ) = —cos x
@ sin(x +m) = —sinx
e |sinx| < |x|
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Trigonometriset funktiot

@ sin(—x) = —sinx

@ cos(—x) = cosx

@ cos(x + ) = —cos x
@ sin(x +m) = —sinx
e |sinx| < |x|

°

sinx — siny = 2sin *5¥ cos X+y
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Trigonometriset funktiot

@ sin(—x) = —sinx

@ cos(—x) = cosx

@ cos(x + ) = —cos x
@ sin(x +m) = —sinx
e |sinx| < |x|

°

sinx — siny = 2sin *5¥ cos X+y

-y X+y
cos

sinx —siny| = |2sin
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Trigonometriset funktiot

+y

@ sin(—x) = —sinx

@ cos(—x) = cosx

@ cos(x + ) = —cos x
@ sin(x +m) = —sinx
e |sinx| < |x|

°

sinx — siny = 2sin *5¥ cos *3*

sinx —siny| = ‘2sin

< 2|sin
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Trigonometriset funktiot

@ sin(—x) = —sinx

@ cos(—x) = cosx

@ cos(x + ) = —cos x
@ sin(x +m) = —sinx
e |sinx| < |x|

°

sinx — siny = 2sin *5¥ cos X+y

sinx —siny| = ‘2sinx_ycosx+y
2 2
< 2sinx_y‘-1§2x_y‘
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Trigonometriset funktiot

@ sin(—x) = —sinx

@ cos(—x) = cosx

@ cos(x + m) = —cosx

@ sin(x +m) = —sinx

e |sinx| < |x|

@ sinx —siny = 2sin *5¥ cos X+y

sinx —siny| = ‘2sinx_ycosx+y
- 2 2
< 2 sinx_y‘-1§2

x—y‘
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Trigonometriset funktiot

@ sin(—x) = —sinx

@ cos(—x) = cosx

@ cos(x + m) = —cosx

@ sin(x +m) = —sinx

e |sinx| < |x|

@ sinx —siny = 2sin *5¥ cos X+y

sinx —siny| = ‘2sinx_ycosx+y
2 2
< 2sinx_y‘-1§2x_y‘—]x—y],

siis d(sin x, siny) < d(x,y).
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Trigonometriset funktiot

@ sin(—x) = —sinx

@ cos(—x) = cosx

@ cos(x + m) = —cosx

@ sin(x +m) = —sinx

e |sinx| < |x|

@ sinx —siny = 2sin *5¥ cos X+y

sinx —siny| = ‘2sinx_ycosx+y
2 2
< 2sinx_y‘-1§2x_y‘—]x—y],

siis d(sin x,sin y) < d(x,y). Samoin d(cos x,cosy) < d(x,y).
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Algebralliset funktiot

Kahden muuttujan polynomiyhtdlé P(x,y) = 0 saattaa maaritella
funktion f : A — B, y = f(x) kunhan joukot A ja B valitaan
sopivasti. Tallaisia funktioita sanotaan algebrallisiksi. Talloin siis x

on alkukuva ja y on kuva.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 3 39 of 52



Algebralliset funktiot

Kahden muuttujan polynomiyhtdlé P(x,y) = 0 saattaa maaritella
funktion f : A — B, y = f(x) kunhan joukot A ja B valitaan
sopivasti. Tallaisia funktioita sanotaan algebrallisiksi. Talloin siis x

on alkukuva ja y on kuva.

Polynomiyhtilé x? 4+ y? — 1 = 0 maarittelee yksikkdympyran.
Mikali valitaan A = [—1,1] ja B = [0, 00), saadaan aikaan funktio

f(x) =v1—x2
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Algebralliset funktiot

Kahden muuttujan polynomiyhtdlé P(x,y) = 0 saattaa maaritella
funktion f : A — B, y = f(x) kunhan joukot A ja B valitaan
sopivasti. Tallaisia funktioita sanotaan algebrallisiksi. Talloin siis x

on alkukuva ja y on kuva.

Polynomiyhtilé x? 4+ y? — 1 = 0 maarittelee yksikkdympyran.
Mikali valitaan A = [—1,1] ja B = [0, 00), saadaan aikaan funktio

f(x) =v1—x2

Polynomiyhtilé x?> — y? = 0 voidaan kirjoittaa muotoon
(x — y)(x + y) =0, mikd on yhtapitavaa sen kanssa, ettd x = y
tai x = —y.
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Algebralliset funktiot

Kahden muuttujan polynomiyhtdlé P(x,y) = 0 saattaa maaritella
funktion f : A — B, y = f(x) kunhan joukot A ja B valitaan
sopivasti. Tallaisia funktioita sanotaan algebrallisiksi. Talloin siis x

on alkukuva ja y on kuva.

Polynomiyhtilé x? 4+ y? — 1 = 0 maarittelee yksikkdympyran.
Mikali valitaan A = [—1,1] ja B = [0, 00), saadaan aikaan funktio

f(x) =v1—x2

Polynomiyhtilé x?> — y? = 0 voidaan kirjoittaa muotoon
(x — y)(x + y) =0, mikd on yhtapitavaa sen kanssa, ettd x = y
tai x = —y. Jos nyt valitaan A =R ja B = [0, c0), saadaan

funktio f(x) = v/x2.
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Maarittely paloittain

Maaritellaan

Ix| = —x, josx<0
- x, jos x > 0.
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Maarittely paloittain

Maaritellaan

Ix| = —x, josx<0
- x, jos x > 0.

Maaritellaan signum-funktio ehdoilla

—1, josx<0
sgn(x) = 0 josx=0
1, jos x> 0.
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Alkeisfunktiot

Rationaaliset operaatiot

@ Vakiolla kertominen
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Alkeisfunktiot

Rationaaliset operaatiot

@ Vakiolla kertominen

@ Yhteen- ja vahennyslasku
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Alkeisfunktiot

Rationaaliset operaatiot

@ Vakiolla kertominen
@ Yhteen- ja vahennyslasku

@ Kerto- ja jakolasku
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Alkeisfunktiot

Rationaaliset operaatiot

@ Vakiolla kertominen

@ Yhteen- ja vahennyslasku

@ Kerto- ja jakolasku

v
Alkeisfunktioita ovat seka algebralliset funktiot, etta eksponentti-
ja logaritmifunktiot, seka trigonometriset funktiot ja naiden
kaanteisfunktiot, seka edella mainituista yhdistamalla ja
rationaalisin operaatioin saadut funktiot.
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Alkeisfunktiot

Esitysmuotoja (yksikkdympyra)

o Implisiittimuoto x> + y2 =1, y >0, x € [-1,1]
o Eksplisiittimuoto y = /1 — x2
@ Parametrimuoto {(cost,sint) | t € [0, 7]}
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Alkeisfunktiot

Esitysmuotoja (yksikkdympyra)

o Implisiittimuoto x> + y2 =1, y >0, x € [-1,1]
o Eksplisiittimuoto y = /1 — x2
@ Parametrimuoto {(cost,sint) | t € [0, 7]}

e Eksplisiittimuoto: f(x) = |x| =
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Alkeisfunktiot

Esitysmuotoja (yksikkdympyra)

o Implisiittimuoto x> + y2 =1, y >0, x € [-1,1]
o Eksplisiittimuoto y = /1 — x2
@ Parametrimuoto {(cost,sint) | t € [0, 7]}

v
e Eksplisiittimuoto: f(x) = |x| = vV x?
o Implisiittimuoto: x> — y> =0, y > 0.
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Alkeisfunktiot

Esitysmuotoja (yksikkdympyra)

o Implisiittimuoto x> + y2 =1, y >0, x € [-1,1]

o Eksplisiittimuoto y = v/1 — x2

e Parametrimuoto {(cost,sint) | t € [0, 7]} )
(ftseisavo |

e Eksplisiittimuoto: f(x) = |x| = V/x2

o Implisiittimuoto: x> —y2 =0, y > 0.

o Parametrimuoto: {(t,sgn(t)t) |t € R}.
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Kompleksiluvut C
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Kompleksiluvut C

Johdanto

@ Yhtalolla x +2 = 1 ei ole ratkaisua joukossa N.
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Kompleksiluvut C
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Johdanto
@ Yhtalolla x + 2 =1 ei ole ratkaisua joukossa N. Laajennus: Z.

@ Yhtalolla 2x = 1 ei ole ratkaisua joukossa Z.
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Kompleksiluvut C

Johdanto
@ Yhtalolla x + 2 =1 ei ole ratkaisua joukossa N. Laajennus: Z.

@ Yhtalolla 2x = 1 ei ole ratkaisua joukossa Z. Laajennus: Q.
@ Yhtilolld x? = 2 ei ole ratkaisua joukossa Q. Laajennus: R.
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Kompleksiluvut C

Johdanto
@ Yhtalolla x + 2 =1 ei ole ratkaisua joukossa N. Laajennus: Z.

@ Yhtalolla 2x = 1 ei ole ratkaisua joukossa Z. Laajennus: Q.
@ Yhtilolld x? = 2 ei ole ratkaisua joukossa Q. Laajennus: R.

@ Yhtilolld x> = —1 ei ole ratkaisua joukossa R. Laajennus: C.
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Kompleksiluvut C

@ Yhtalolla x + 2 =1 ei ole ratkaisua joukossa N. Laajennus: Z.

@ Yhtalolla 2x = 1 ei ole ratkaisua joukossa Z. Laajennus: Q.
@ Yhtilolld x? = 2 ei ole ratkaisua joukossa Q. Laajennus: R.

@ Yhtilolld x> = —1 ei ole ratkaisua joukossa R. Laajennus: C.
V.

Toisen asteen polynomiyhtalon

ax>+bx+c=0

(a # 0) ratkaiseminen
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o Imaginaariyksikko i toteuttaa yhtilon i = —1.

@ Kompleksiluku z on muotoa z = x + yi oleva lauseke, missa x
jayeR.

@ Kompleksiluvut z; = x1 + y1i ja Zo = xo + y»i ovat yhtasuuret
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@ Josy=0,onz=x+yi=x€cR.
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Kompleksiluvut C

"Maaritelma”

o Imaginaariyksikko i toteuttaa yhtilon i = —1.

@ Kompleksiluku z on muotoa z = x + yi oleva lauseke, missa x
jayeR.

@ Kompleksiluvut z; = x1 + y1i ja Zo = xo + y»i ovat yhtasuuret
tarkalleen silloin kun x; = x2 ja y1 = y».

@ Josy=0,onz=x+yi=x€cR.

f:RxR—C, f(x,y) = x+ yi on bijektio.
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Kompleksiluvut C

Yhteenlasku ja kertolasku
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Kompleksiluvut C

Yhteenlasku ja kertolasku

o (x1+y1i) + (x2 +y2i) = (x1 + x2) + (y1 + y2)i
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Kompleksiluvut C

Yhteenlasku ja kertolasku

o (x1+y1i) + (x2 +y2i) = (x1 + x2) + (y1 + y2)i
o (x1 +y1i)(x2 + y2i) = (x1x2 — y1y2) + (x1y2 + y1x2)i.
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Kompleksiluvut C

Yhteenlasku ja kertolasku

o (x1+y1i) + (2 + y2i) = (1 + x2) + (y1 + y2)i
o (x1 +y1/) (2 + y2i) = (x1x2 — y1y2) + (x1y2 + y1x0)i.
o Kompleksiluvut ns. toteuttavat kunta-aksioomat
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Kompleksiluvut C
Yhteenlasku ja kertolasku

o (x1+y1i) + (2 + y2i) = (1 + x2) + (y1 + y2)i
o (x1 +y1/) (2 + y2i) = (x1x2 — y1y2) + (x1y2 + y1x0)i.
o Kompleksiluvut ns. toteuttavat kunta-aksioomat

v
Maaritelma
Kompleksiluvun z = x + yi reaaliosa maaritellaan Re(z) = x ja
imaginaariosa Im(z) = y
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Kompleksiluvut C
Yhteenlasku ja kertolasku

o (x1+y1i) + (2 + y2i) = (1 + x2) + (y1 + y2)i
o (x1 +y1/) (2 + y2i) = (x1x2 — y1y2) + (x1y2 + y1x0)i.
o Kompleksiluvut ns. toteuttavat kunta-aksioomat

v
Maaritelma
Kompleksiluvun z = x + yi reaaliosa maaritellaan Re(z) = x ja
imaginaariosa Im(z) = y

V.
Kompleksiluvun z = x + yi liittoluku eli kompleksikonjugaatti on
Z=x—yi.
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Kompleksiluvut C

zntz=z21+2 ja Z1- =712
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Kompleksiluvut C

zntz=z21+2 ja Z1- =712 )

Kompleksilukujen osamaara

xityii (i) —yal)  xixe +y1ye +xeyii — xiyai
oyl (et yei)e—yi) X5+ Y3
X1X2 + yiye | Xoy1 — X1y2 .
X3 +y2 X5 +y3
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Kompleksiluvut C
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Kompleksiluvut C

z=x+yi

Y
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Kompleksiluvut C

z=x+yi

Kaksi esitysta

@ xy-esitys (tai Re-Im) -esitys: reaaliosa x ja imaginaariosa y
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Kompleksiluvut C

z=x+yi

Kaksi esitysta

@ xy-esitys (tai Re-Im) -esitys: reaaliosa x ja imaginaariosa y
@ Polaari- eli napakoordinaattiesitys: Etaisyys origosta r ja
vaihekulma 6.
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Kompleksiluvut C

A

vt zZ=X+Yyl
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Kompleksiluvut C

A

yt z=x+Yy

r
0
%
X
Itseisarvo ja vaihekulma
Maar.
o r=1z|"E" o1y
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Kompleksiluvut C

A

yt z=x+Yy

r
0
%
X
Itseisarvo ja vaihekulma

o r=|z| D8 VX2t y2=+z-2

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 3 48 of 52



Kompleksiluvut C

A

yt z=x+Yy

r
0
%
X
Itseisarvo ja vaihekulma

o r=|z| D8 VX2t y2=+z-2

_y
° tan0—;.
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Kompleksiluvut C

A

vt zZ=X+Yyl

Itseisarvo ja vaihekulma

o r=|z| D8 VX2t y2=+z-2

e tanf = £. Jos x = 0, valitaan { z

X
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Kompleksiluvut C

A
vt zZ=X+Yyl

Itseisarvo ja vaihekulma

or:\ Mar\/ +y2_

-Z
@ tanf = Z. Jos x = 0, valitaan {

=7, kun y > 0
=—% kuny <0
arctan £, jos x > 0.

@ Vaihekulma voidaan valita 6

arctan y + 7, jos x < 0.
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Kompleksiluvut C

A

vt zZ=X+Yyl
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Kompleksiluvut C

A

vt zZ=X+Yyl

Polaariesitys | (r = |z| = \/x2 + y?)

x =rcosf, y=rsinb,

joten

z=x+yi=rcosf+ irsinf = r(cosf + isin0)
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Kompleksiluvut C

(1707-1783

Leonhard Euler

)
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Kompleksiluvut C

Eulerin kaava

e’ = cosf + isinf

(e =2,718281828459045 . .. on luonnollisen logaritmin kantaluku)
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Kompleksiluvut C

Eulerin kaava

e’ = cosf + isinf

(e =2,718281828459045 . .. on luonnollisen logaritmin kantaluku)
V.

@ ™ =cosm+isinm
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Kompleksiluvut C

Eulerin kaava
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@ e™ =cosm+isinm = —1.
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Kompleksiluvut C

Eulerin kaava

e’ = cosf + isinf

(e =2,718281828459045 . .. on luonnollisen logaritmin kantaluku)

e’ =cosm + isinm = —1.

o e = cos(nm) + isin(nm)
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Kompleksiluvut C

Eulerin kaava

e’ = cosf + isinf

(e =2,718281828459045 . .. on luonnollisen logaritmin kantaluku)

e’ =cosm + isinm = —1.

° e — cos(n7r) e /s|n(n7r) = (—l)n, neZ
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Kompleksiluvut C

Eulerin kaava

e’ = cosf + isinf

(e =2,718281828459045 . .. on luonnollisen logaritmin kantaluku)

e'™ = cosm +isinT = —1.
o e = cos(nm) + isin(nm) = (-1)", n€Z
e’ = (-1)>" =1, n € Z.
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Kompleksiluvut C

y

vt Z=Xx+tyl

A
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Kompleksiluvut C

y

vt Z=Xx+tyl

Polaariesitys Il (e’ = cosf + isin )

x =rcosf, y=rsinf,
joten

z=x+yi=rcosf+irsinf = r(cos + isinf) = re'.
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