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Trigonometriset funktiot

"Maaritelma”

Ympyrasektorin kulman suuruus on sektorin kaaren pituus jaettuna
sateen pituudella. Talldin kulma x (asteissa) voidaan muuntaa
kulmaksi y (radiaaneissa) seuraavasti: y = {g5x. Suoran kulman
suuruus on siis 5, oikokulman 7 ja tayden ympyran 27.

"Maaritelma"

Kulman, joka kiertyy positiiviselta x-akselilta myotapaivaan
kehapiste on origokeskisen yksikkoympyran ja kulman vasemman
kyljen leikkauspiste. Taman kulman sini on kehapisteen
y-koordinaatti ja kosini x-koordinaatti.
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Trigonometriset funktiot

(cos t,sin t)
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Trigonometriset funktiot
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sinx = cos(x — %)
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Trigonometriset funktiot

sinx =sin(x +2mn) ja cosx =cos(x+2mn), neZ

Nollakohdat

esinx=0&xe{nr|neZ}

@ cosx=0&xe{5+nm|nclZ}

Trigonometriset kaavat

2x=1

@ sin®x + cos
@ sin(x + y) = sinx cosy + cos xsin y

@ sinx = cos(x — %), jne.
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Trigonometriset funktiot

| ' |
| N — |
| o |
[ |
| II| f II|
Ill I|I sl III III
/ d s f!l J ,
// / L/ // P4
/-6 -4 Iz " z 4 /zl?/
i rs
F/ / r / /
[ .'!/ -2k / ./
| | [ |
| [ [
I = | '
|| || _ || ||
. |
_ __ sinx
y=tanx = 2=
6 of 17

Mika Hirvensalo mikhirve®@utu.fi Luentoruudut 5



Trigonometriset funktiot
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Trigonometriset funktiot

Kaanteisfunktiot

e Funktion f : [-7, 5] — [-1,1], f(x) = sin x kaanteisfunktio

on nimeltaan arkussini, merkitain arcsin tai sin~ 1.

e Funktion f : [0, 7] — [—1,1], f(x) = cos x kaanteisfunktio on
nimeltaan arkuskosini, merkitaan arccos tai cos 1.

o Funktion f : (—%,%) = R, f(x) = tan x kaanteisfunktio on

nimeltdan arkustangentti, merkitdan arctan tai tan™?.
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Trigonometriset funktiot

@ sin(—x) = —sinx

@ cos(—x) = cosx

@ cos(x + m) = —cosx

@ sin(x +m) = —sinx

e |sinx| < |x|

@ sinx —siny = 2sin *5¥ cos X+y

sinx —siny| = ‘2sinx_ycosx+y
2 2
< 2sinx_y‘-1§2x_y‘—]x—y],

siis d(sin x,sin y) < d(x,y). Samoin d(cos x,cosy) < d(x,y).
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Algebralliset funktiot

Kahden muuttujan polynomiyhtdlé P(x,y) = 0 saattaa maaritella
funktion f : A — B, y = f(x) kunhan joukot A ja B valitaan
sopivasti. Tallaisia funktioita sanotaan algebrallisiksi. Talloin siis x

on alkukuva ja y on kuva.

Polynomiyhtilé x? 4+ y? — 1 = 0 maarittelee yksikkdympyran.
Mikali valitaan A = [—1,1] ja B = [0, 00), saadaan aikaan funktio

f(x) =v1—x2

Polynomiyhtilé x?> — y? = 0 voidaan kirjoittaa muotoon
(x — y)(x + y) =0, mikd on yhtapitavaa sen kanssa, ettd x = y
tai x = —y. Jos nyt valitaan A =R ja B = [0, c0), saadaan

funktio f(x) = v/x2.
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Maarittely paloittain

Maaritellaan

Ix| = —x, josx<0
- x, jos x > 0.

Maaritellaan signum-funktio ehdoilla

—1, josx<0
sgn(x) = 0 josx=0
1, jos x> 0.
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Alkeisfunktiot

Rationaaliset operaatiot

@ Vakiolla kertominen

@ Yhteen- ja vahennyslasku

@ Kerto- ja jakolasku

v
Alkeisfunktioita ovat seka algebralliset funktiot, etta eksponentti-
ja logaritmifunktiot, seka trigonometriset funktiot ja naiden
kaanteisfunktiot, seka edella mainituista yhdistamalla ja
rationaalisin operaatioin saadut funktiot.
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Alkeisfunktiot

Esitysmuotoja (yksikkdympyra)

o Implisiittimuoto x> + y2 =1, y >0, x € [-1,1]

o Eksplisiittimuoto y = v/1 — x2

e Parametrimuoto {(cost,sint) | t € [0, 7]} )
(ftseisavo |

e Eksplisiittimuoto: f(x) = |x| = V/x2

o Implisiittimuoto: x> —y2 =0, y > 0.

o Parametrimuoto: {(t,sgn(t)t) |t € R}.
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Kompleksiluvut C

@ Yhtalolla x + 2 =1 ei ole ratkaisua joukossa N. Laajennus: Z.

@ Yhtalolla 2x = 1 ei ole ratkaisua joukossa Z. Laajennus: Q.
@ Yhtilolld x? = 2 ei ole ratkaisua joukossa Q. Laajennus: R.

@ Yhtilolld x> = —1 ei ole ratkaisua joukossa R. Laajennus: C.
V.

Toisen asteen polynomiyhtalon

ax>+bx+c=0

(a # 0) ratkaiseminen
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Kompleksiluvut C

"Maaritelma”

o Imaginaariyksikko i toteuttaa yhtilon i = —1.

@ Kompleksiluku z on muotoa z = x + yi oleva lauseke, missa x
jayeR.

@ Kompleksiluvut z; = x1 + y1i ja Zo = xo + y»i ovat yhtasuuret
tarkalleen silloin kun x; = x2 ja y1 = y».

@ Josy=0,onz=x+yi=x€cR.

f:RxR—C, f(x,y) = x+ yi on bijektio.
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Kompleksiluvut C
Yhteenlasku ja kertolasku

o (x1+y1i) + (2 + y2i) = (1 + x2) + (y1 + y2)i
o (x1+y1i)(x2 + y2i) = (x1x2 — y1y2) + (x1y2 + y1x2)i.
o Kompleksiluvut toteuttavat kunta-aksioomat

v
Maaritelma
Kompleksiluvun z = x + yi reaaliosa maaritellaan Re(z) = x ja
imaginaariosa Im(z) = y

V.
Kompleksiluvun z = x + yi liittoluku eli kompleksikonjugaatti on
Z=x—yi.
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Kompleksiluvut C

zntz=z21+2 ja Z1- =712 )

Kompleksilukujen osamaara

xi+yii (e yii)(e — y2i) | xixe + yiye + xoy1i — xiyai
oty (et yi)ie—yi) X5 +y3
X1X2 +yiye | Xoy1 — X1y .
X3+ y2 X5+ Y5
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