17. DERIVOITUJEN FUNKTORIEN PITKA EKSAKTI JONO

Oletetaan, ettd C on hyva kategoria. Aluksi johdetaan tarvittavia aputuloksia.

MAARITELMA 17.1. Oletetaan, ettd jono

0 R—“Y .5 _*% .7 0 (17-1)

on eksakti. Sanotaan, ettd jono (17-1) lohkeaa, mikali on olemassa sellainen kat-
egorian C morfismi @ : T — S, ettd pp = 17 (Tam& méaéritelmé on ekvivalentti
sivulla 39 esitetyn méadritelmén kanssa).

Viitetdan, ettd mikéli jono (17-1) lohkeaa, on my6s olemassa sellainen kuvaus
Vg — R, ettd Y1) = 1i. Aluksi havaitaan, etta

(s —Pp(s)) = w(s) — ppp(s) = p(s) — ¢(s) =0,

joten s — Pyp(s) € Ker(p) = Im(¢)). Néin ollen on olemassa sellainen alkio r € R,
etta

s —pp(s) = P(r),

ja koska 1 on injektio, on r yksikésitteinen. Méaéritellaan nyt kuvaus 1 ehdolla
Y (s) = r, kun ehto (17-2) toteutuu. Olkoon s = 1)(r¢). Silloin

s —pp(s) = P (ro) — Pev(ro) = ¥(ro),

silli pyp = 0. Talléin siis ¥(s) = ro, mistd nihddin, ettd 1) toteuttaa ehdon
Y1 = 1. On helppo todeta, ettd ) on morfismi, joten se on myos kategoriassa C.

Edellisesta tarkastelusta saadaan kullekin alkiolle s € S hajotelma

s=1(r) +pp(s) € Ker(p) + Im p.

Toisaalta on selvaa, ettd hajotelma on yksikasitteinen, silla jos s € Ker ¢ N Im @,
on s muotoa s = p(t) ja

0=p(s) = @p(t) = t,
jolloin my0s s = 0. Nain ollen S =Kerp @ Imp~ RGBT

Oletetaan toisaalta, ettdi on olemassa ehdon 1) = 1p toteuttava morfismi 1 :
S — R. Vaitetaan, etta silloin on myos edelld mainitun ehdon toteuttava @ :
T — S. Kiytetdan inkluusiokuvauksesta merkintéé ¢ : Kerty — S, ja osoitetaan,
ettd, yhdistetty kuvaus ¢¢ : Kertp — T on isomorfismi. Selviisti ¢r on morfismi.
Oletetaan sitten, ettd ¢u(s) = 0, jolloin ¢(s) € Ker ¢ = Im1), ja voidaan merkita
1(s) = (r). Kuvaamalla v:114 saadaan

josta s = 0, sillad inkluusio on aina injektio. Osoitetaan vield, ettd ¢¢ on surjektio.
Koska ¢ on surjektio, on jokaista ¢ € T kohti olemassa sellainen s € S, ettd ¢(s) = t.
Helposti todetaan, ettd myds ¢(s — ¢(s)) = ¢, ja ettd s — ¢)(s) € Kere. Kun
merkitiin @ = (¢1) 7!, saadaan ehdon ¢p = 17 toteuttava morfismi.
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Lemma 17.2. Oletetaan, etti jono (17-1) on eksakti. Jos R on injektiivinen tai
T projektitvinen, niin jono (17-1) lohkeaa.

Todistus. Oletetaan, ettda R on injektiivinen. Injektiivisyyden madritelmén nojalla
on on sellainen morfismi 1 : S — R, etta kaavio

R

d

0 R—Y .5

<

kommutoi. Silloin 1) = 1, ja kuten edelld todettiin, on myds sellainen morfismi
©, etta o = 1.

Oletetaan, ettd T on projektiivinen. Projektiivisuuden méaritelmén nojalla on
sellainen morfismi @ : T' — S, etta kaavio

T

!

0 T «2 8

sl

kommutoi, ja talloin ¢ = 1p. O

Tavoitteena on konstruoida jonosta (17-1) ldhtien moduleille R, S ja T siind
mielesséd yhteensopivat (projektiiviset) resoluutiot, ettd kaaviossa

0 0 0
| | |
0 —— R S T —— 0
| | |
0 —— Xp Yo Zy —— 0 (17-2)
| I I
0 —— X4 Y: i —— 0

[ .

neliét kommutoivat, vaakarivit ovat eksakteja, ja pystyrivit ovat (projektiivisia) res-
oluutioita. Injektiivisille resoluutioille saadaan vastaava kaavio, jossa pystysuorat
nuolet ovat ylhdalta alaspéin. Soveltamalla tdhan kaavioon funktoria F' saadaan
lauseen 16.4 mukaan pitka eksakti jono, joka liittaa yhteen F:sta derivoidut funk-
torit R:11a, S:11a ja T:11a. Lemman 17.2 mukaan voidaan olettaa, ettd kaikilla n:n
arvoilla patee Y,, = X,, ® Z,,.



64

Lemma 17.3. Oletetaan, etta seuraavassa kaaviossa modulit ovat kategoriassa
C, kuvaukset morfismeja, pystysuorat rivit ovat eksakteja, neliot kommutoivat, ja
ettd keskimmdinen ja joko alin tai ylin vaakarivi on eksakti. Silloin myds kolmas
vaakarivi on eksakti.

0 0 0
Y1 P1
0 Al B1 Cl — 0
Ya VB (e}
0 A v By —2— Cy —— 0
wa ¥B “te
0 Ay 2 By —#, 0y —— 0
0 0 0

Todistus. Oletetaan ensin, ettd kolmas vaakarivi on eksakti, ja osoitetaan, etta
myo6s ensimmaéinen on eksakti. Kaikille a; € A; saadaan

Yo (ar) = eavpii(ar) = @athaths =0,

joten @111 = 0, silla ¥ on injektio. Nain ollen Im; C Kerp;. Osoitetaan
seuraavaksi, ettd i1 on injektio. Jos 11 (a;) = 0, myos

0 =v¢pyi(ar) = PYPalar),

ja koska 109 ja 14 ovat oletuksen mukaan injektioita, on a; = 0.

Naytetaan seuraavaksi, ettd (1 on surjektio. Valitaan jokin ¢; € C7, jolloin on
olemassa sellainen by € Ba, ettd 1o (c1) = ¢2(b2). Silloin

0= pcvc(c1) = pcpa(b2) = p3pp(be),

siis pp(b2) € Ker 3 = Im1)3, joten on olemassa sellainen az € As, ettd pp(by) =
3(as), ja edelleen sellainen ag € Ag, ettd az = pa(ag). Silloin

oB(b2) = Y3(az) = Y3palaz) = ppia(az),

joten by — 9(az) € Kerpp = Imeyp. Loydetddn siis sellainen by € Bj, ettéd
by — a(az) = ¥p(b1), ja saadaan

VYop1(br) = 2 (b1) = p2(ba — YP2(az)) = p2(b2) = pc(cr).

Koska ¥ on injektio, on oltava ¢1b; = ¢1, jolloin by on c1:n alkukuva.
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Naytetaan lopuksi, ettd Ker ¢p; C Im);. Valitaan jokin b; € Ker 1, jolloin

0=vcpi(b) = p2p(b1),

siis ¥ p(b1) € Kerpa = Im1pe. On siis sellainen ay € Ag, ettd ¢p(by) = ¥a(az).
Talloin

VY3palaz) = ppia(az) = (b)) =0,
joten 1s:n injektiivisyyden perusteella p4(az) = 0, siis ay € Kerpyg = Ima.
Loytyy siis sellainen ay € Ay, ettd as = 1 4(aq), josta saadaan

Ypib1(a1) = vapa(ar) = P2(az) = Yp(b1).
Morfismin v injektiivisyyden nojalla 11 (a;) = by, josta a; € Im ;.

Oletetaan nyt, ettd ensimmaéinen vaakarivi on eksakti, ja todistetaan, ettd myos
kolmas vaakarivi on eksakti. Valitaan jokin a3 € As. @4 on surjektio, joten ag =
wa(az) jollekin as € Ay. Saadaan

p3¥3(asz) = p3spalaz) = p3ppia(az) = pcopapa(az) =0,

mista ndhdaan ettd Im s C Ker 3. Osoitetaan, ettd ¢3 on surjektio, ja oletetaan
tatd varten, ettd c3 € Cs3. o surjektiivisuuden nojalla c3 = pc(c2) jollekin
co € (s, ja laskemalla saadaan

c3 = po(ca) = popa(b2) = p3pp(b2),
silla. myos o on surjektio. Naytetdan, etta s on injektio, ja oletetaan siksi,
s(as) = 0 jollekin az € As. Morfismin ¢4 surjektiivisuuden nojalla as = ¢ 4(as2),
missd ag € As, ja

0 =v3(az) = Y3palaz) = ppi2(az),
joten 1g(aqg) € Ker pp = Imp. Niin ollen 15(az) = ¥p(b1). Saadaan

0 = patpa(az) = w2105 (b1) = Yo (b1),

ja p1(b1) = 0 kuvauksen ¢ injektiivisyyden nojalla. Toisaalta Ker ¢, = Im)q,
joten by = 1)1 (aq) jollekin a; € A;. Téstd saadaan laskemalla

Va2(az) = ¥p(b1) = ¥pi1(ar) = VYatba(ar),
ja siis ag = 10 4(aq), silld 1 on injektio. Néin ollen
az = pa(az) = paalar) = 0.

Lopuksi on osoitettava, ettd Kerps C Imqs. Valitaan siis mielivaltainen b3 €
Ker ¢3. Tama voidaan ¢p:n surjektiivisuuden nojalla kirjoittaa muodossa bz =

oB(b2), ja siis
0 = p3(bs) = p3pp(b2) = pcpa(b2),
joten wa(be) € Ker peo = Im )¢, siis
©2(b2) = Yc(cr) = Yopi(br) = w2vp(b1).
Nyt siis by — 1p(b1) € Ker pg = Im 1), joten ba — ¥ (b1) = 12(az). TAalldin siis
bz = or(b2) = wYB(b1) + YY2(a2) = Ypia(az) = Y3pa(az) € Imaps.
O

Seuraavassa lemmassa kaikki modulit ovat kategoriassa C.



66

Lemma 17.4. Oletetaan, ettd Pa ja Po ovat projektitvisia ja etta kaaviossa

0
P
B
©
0 C ¢ p, < My —— 0
0

ovat sekd pysty- ettd vaakarivit eksakteja. Silloin on olemassa sellainen moduli
Mg ja morfismit (€ C), ettd allaolevassa kaaviossa ovat sekd pysty- ettd vaakarivit
eksakteja, ja ettd neliot kommutoivat (1o on inkluusio ja wo projektio). Lisdksi
P4 ® P on projektiivinen.

0 0 0
€A YA
0 A Pa M 4 0
P LA Y1
0 B 2 Py,®Pc <2 Mp 0
© TC Y1
ec Yo
0 C Pe Me 0
0 0 0

Todistus. Kategoriaa C koskevan oletuksen nojalla P4 ® Pc on C:ssi, ja kahden
projektiivisen modulin suora summa on selvasti projektiivinen.

Koska P on projektiivinen, on olemassa ehdon ¢h = ¢ toteuttava morfismi
h : Po — B. Maaritellaan kuvaus €p ehdolla

&TB(J?A,.CIJc) = 1/)8,4(.]7,4) + h(mc).

Silloin
VYea(ra) =ep(xa,0) =cpra(za),

mista ndhdaan, ettd vasemmassa ylanurkassa oleva nelio kommutoi. Samoin

vep(ra,zc) = pea(za) + ph(zc) = ec(xc),
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joten myo0s vasen alanelié kommutoi.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd e on surjektiivinen, ja valitaan tata varten b € B.
Kuvaukset ¢ ja mo ovat surjektioita, joten myos niiden kompositio ecme = pep
on surjektio. Nain ollen on olemassa ehdon ¢(b) = pep(xa,zc) toteuttava alkio
(xa,2c) € P4 ® Pe. Silloin b —e(xa,z¢) € Ker p = Im 1), joten

b—ep(ra,zc) =P(a) = Yea(r)y) = epra(zly) = ep()y,0).
Talloin b = ep(xa + /4, xc).

Olkoon Mp = Kerep ja ¥p : Mg — Ps @ Pg inkluusio. Méaritelldaan kuvaus
1 : My — Mp ehdolla 1 (ma) = (a(ma),0). 11 on hyvin méaéritelty, silla

ep(a(ma),0) = Yeapa(ma) + h(0) =0,
ja oikea ylanelio kommutoi kuvauksen 11 maaritelman nojalla.
Maéaritellaan seuraavaksi ¢q. Oletetaan, ettd (za,xc) € Mp, jolloin
0= pep(ra,rc) = ecme(ra, zc) = ec(xc),

siis x¢ € Kereg = Imc. Talloin on sellainen yksikasitteinen mgo € Me, etta
xo = Yo(me). Méaaritelladn nyt

v1(za,zc) =mc.
Silloin
Yoe1(za, ze) =vo(me) = xc = no(xa, 2c) = Tep(xa, xo),

joten myos oikea alanelio kommutoi. Vaitteen todistamatta oleva osa seuraa nyt
lemmasta 17.3. 0

Seuraus 17.5. Olkoon jono (17-1) eksakti, X ja Z modulien R ja T projekti-
wisia resoluutiotta. Silloin on olemassa modulin S projektiivinen resoluutio Y kuten
kaaviossa (17-2). Lisiksi voidaan valita Y,, = X,, ® Z,, ja vaackasuorat kuvaukset
inkluusioikst ja projektioiksi.

Todistus. Lemman 17.4 mukaan saadaan kaavion

0 0 0

0 R & Xy ——— Kereg «— 0
P Y1

0 S = Xg@Y) —— Kereg «—— 0 (17-3)
® P1

0 T =2 Zy ——— Kerep «—— 0
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mukainen tilanne, jossa neliot kommutoivat ja kaikki rivit ovat eksakteja. Lemman
17.3 oletukset ovat voimassa alla olevassa kaaviossa,

0
0 «—— Kerep Ox X, L Kerdy «—— 0
Kereg
0 «— Kerep Oz 74 - Kero; «— 0
0
joten voidaan muodostaa kaavio
0 0 0
0 «—— Kerep «——— X —  Kerdx «—— 0
P1 )
0 «—— Kereg «>— X, 027, «——— Kerdy «—— 0 (17-4)
1 Y2
0 «—— Kerep +——— Z1 —  Kerd, «—— 0
0 0 0

jossa neliot kommutoivat ja kaikki rivit ovat eksakteja. Yhdistamalla (17-3) ja
(17-4) saadaan

0 0 0 0
0 R & Xo Jox X, — Kerdxy «—— 0
P P2
0 S <5 XoaY, <X X, @7 — Kerdy —— 0 (17-5)
¢ P2
0 T =~ Zo 9z 7 —" Kerdy, «—— 0
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Toistamalla argumenttia saadaan induktiivisesti rakennettua haluttu kaavio. [
Seuraavaksi kasitelladn analogista tilanteita, joissa modulit ovat injektiivisia.

Lemma 17.6. Oletetaan, ettd I 4 ja I ovat injektiivisia moduleja ja ettd kaaviossa

0
0 A—SA g P, Q0 —— 0
P
B
%)
0

ovat sekd pysty- etta vaakarivit eksakteja. Silloin on olemassa sellainen moduli QQ g
ja sellaiset morfismit, etta kaaviossa

0 0 0
|

0 4 e I, Yo, 0
d el

0 B - Lalo —22 Qp 0
1 el el

0 8. ec Io v Qc 0
| | |
0 0 0

ovat kaikki rivit eksakteja ja neliot kommutoivat. Lisdksi 14 & Ic on injektiivinen.

Todistus. Moduli I 4 @ Ip on kategoriassa C, silla C oletettiin hyvaksi kategoriaksi.
Lisaksi I4 & Ip on injektiivisten modulien suorana summana injektiivinen. Koska
I, on injektiivinen, on olemassa morfismi h : B — 1[4, jolle patee ¢4 = ha).
Lemman todistus on samankaltainen kuin lemman 17.4 todistus, joten esitellaan
vain muutama yksityiskohta: maéaritellaan

ep(b) = (h(b),ece(b)),

Qp = (Ia®Ic)/B, ja vp : 14 ® Ic — Qp projektiokuvaus. Kun on todettu,
etta neliot kommutoivat, seuraa lemmasta 17.3, ettda myos keskimmainen rivi on
eksakti. [
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Seuraus 17.7. Tarkastellaan jonoa (17-1). Olkoot X ja Z modulien R ja T injekti-
wisid resoluutioita. Silloin on olemassa sellainen modulin S injektiivinen resoluutio
Y, ettd kaaviossa (17-2) (pystysuorat nuolet ylhddltd alas) vaakarivit ovat eksak-
teja ja neliot kommutoivat. Lisaksi voidaan valita Y, = X, & Z,, ja vaakasuorat
kuvaukset inkluusiotksi ja projektioikss.

Todistus. Todistus on samankaltainen kuin seurauksen 17.5 todistus. [

Olkoot C ja C’ hyvia kategorioita, seka F' : C — C’ joko oikealta tai vasemmalta
eksakti funktori, jolloin F' on additiivinen (HS, s.135). Liséksi oletetaan, ettd kat-
egoriassa C on kylliksi sekéd projektiivisia etta injektiivisia moduleja. Tarkastellaan
jalleen eksaktia jonoa (17-1). Muodostetaan taulukon 1 s.55 mukaisesti joko projek-
tiivinen tai injektiivinen resoluutio R:lle ja T:lle. Kayttaen seurausta 17.5 tai 17.7
lisdtaan kaavioon keskimmainen pystyrivi, ja sovelletaan funktoria F' nédin saatuun
kaksiulotteiseen kaavioon. Téamén jilkeen “unohdetaan” modulit F'(R), F(S) ja
F(T) sisaltava vaakarivi.

Jaljelle jaavassa kaaviossa pystyrivit ovat komplekseja ja neliot kommutoivat.
Vaakarivit ovat eksakteja, silla kukin eksakti jono

Yn

0o —— X, Y, 2 Z, —— 0

lohkeaa; olkoon esimerkiksi F' vasemmalta eksakti kovariantti funktori. Talloin
on olemassa sellainen morfismi @, : Z,, — Y,, ettd ¢,», = 1z . Funktoria F
soveltamalla saatava jono

F(¢n) F(on)
e —_—

0 —— F(Xn) F(Yn) F(Zn)
on eksakti, silla F' oletettiin vasemmalta eksaktiksi. Toisaalta F'(p,)F(%n) =
F(1z,) = 1, joten kuvaus F(¢,,) on surjektio (Vaite seuraa myds lauseesta 10.2).

Eksakteihin vaakariveihin voidaan nyt soveltaa lausetta 16.4, josta saadaan

Lause 17.8. Olkoot C ja C' hyvid kategorioita ja

0— R Y92 .7 9

eksakti jono C:ssd, ja F : C — C' joko vasemmalta tai oikealta eksakti funktori.
Oletetaan lisdksi, ettd kategoriassa C on kylliksi sekd projektiivisia ettda injektiivisid
moduleja. Silloin F:n deriwoidut funktorit R:lla, S:lla ja T':llé muodostavat pitkdan
eksaktin jonon seuraavasti:

a) Jos F' on kovariantti ja oikealta eksakti, on jono muotoa

0— F(T)«— F(S) «— F(R) «— F1(T) «— F1(S) — Fi(R)

b) Jos F' on kontravariantti ja oikealta eksakti, on jono muotoa

0« F(R) «— F(S) «— F(T) «— Fi(R) «— Fy(S) — F(T)
— F5(R) « F5(S) «— F5(T) «— F5(R) «— ...
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c) Jos F on kovariantti ja vasemmalta eksakti, on jono muotoa
0 — F(R) — F(S) — F(T) — FY(R) — F'(S) — FY(T)
— F?(R) — F*(S) — F*(T) — F3*(R) — ..

d) Jos F' on kontravariantti ja vasemmalta eksakti, on jono muotoa

0 — F(T) — F(S) — F(R) — F/(T) — F'(S) — F'(R)
— F2(T) — F%*(S) — F*(R) — F3(T) — ...

Mainitaan lopuksi lauseeseen 17.8 liittyva tulos.

Lause 17.9. Olkoot C ja C' hyvid kategorioita, ja

0 2 N S N 0
le fsl le
0 R—Y.§5 %7 0

kommutoiva kaavio C:ssd. Oletetaan, etta F' : C — C' on joko vasemmalta tai
otkealta eksakti funktori, ja etta C:ssa on kylliksi sekd projektiivisia ettd injektiivisid
moduleja. Silloin modulien R, S, T ja R, S, T indusoimat F:n derivoitujen funkto-
rien pitkat eksaktit jonot muodostavat kommutoivan kaavion, jossa kuvauksina ovat
derivoitujen funktoreiden morfismeihin fr, fs ja fr littamdt morfismit.



