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Funktioteoria, demonstraatio VIII, 23.3. 2012

1. Olkoon f(z) = ﬁ Laske §. f(z)dz missd (a) C sulkee sisddnsd kaikki f(z):n
singulariteetit, (b) C sulkee sisddnsd pisteet 7 ja —: mutta ei pistettd 0, (c) C sulkee
sisddnsd pisteet 0 ja —z mutta ei pistettd ¢, (d) C ei sulje sisddnsd f(z) :n singulariteet-

teja.
2. Laske §, z&%dz, missd C on kdyrd |z| = 2.

3. Laske [» dz, kun C on sen positiivisesti suunnistetun suorakulmion reuna,

Ry
jota rajoittavat suorat z =2,z = -2,y =0,jay=1.
4. Laske §, f(2)dz, f(z)= (22542)?;% kun (a) C on ympyrid |z —2| =5, (b) C on

ympyré |z + 1| = 2, (c) C on ympyré |z — 2| = R ja R kasvaa rajatta.
2

5. Laske fO m

pyrén |z| = R ylemmadstd puoliskosta ja reaaliakselilla olevasta halkaisijasta ja anna

R — 0.

dz . Vihje: Valitse integroimistie siten, etta se muodostuu ym-

6. Mobius kuvaukset méaaritellddn kaavalla T'(z) = “j:;’ missa A = ad—bc # 0. Tapauk-

sessa ¢ # 0 asetetaan T'(—d/c) = 00, T (00) = a/c. Osoita, ettd lauseke 14175*'2)\2 |T"(2)|
on rajoitettu tasossa, kun 7' on Mobius-kuvaus. Toisin sanoen, osoita, etta annetuille

vakioille a, b, c,d on olemassa m siten, etta

14|z

T T @) 2 €C\ {-d/e}t <m < .

supq

7.(a) Osoita, ettd kuvaus z — (z + 1)/(z — 1) = g(z) on involuutio, ts. g(g(2)) = =z
jokaisella z, ja ettda se kuvaa yksikkokiekon vasemmalle puolitasolle. Etsi ympyran
C, ={z € C:|z— s|?> =s? — 1} kuvajoukko kuvauksessa g kun s > 1.

(b) Osoita, ettd f(z) = ezp(g(z)) kuvaa yksikkokiekon D yksikkdkiekon osajoukoksi.
Mikéd on f(ID)?
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