1

Turun yliopisto, Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Funktioteoria, demonstraatio XII, 2012-04-27

HUOM. Tentti on 2.5. 2012!

1. Etsi Mobius-kuvaus, joka kuvaa annetun alueen D aluelle G annetuin normalisoin-
nein:

() D={z:Imz >0},G={z:|z] < 1},w(0) =1, w(1l) =¢,w(-1) = —1,

(b)D=A{z:z|<1},G={w:|lw—-1<1},w(l)=0,w(z) = 2,w(—2) =1+=1.
2. Mdbius kuvaukset méadritellddn kaavalla T'(2) = ‘Z—j:s missd A = ad — bc # 0. Ta-
pauksessa ¢ # 0 asetetaan T'(—d/c) = 00, T(c0) = a/c.

(a) Etsi ne pisteet, joissa kuvauksen suurennussuhde |T'(z)| on < 1,=1,> 1,= g,
missa g > 0 on vakio.

(b) Etsi ne pisteet, joissa ArgT'(z), on vakio.

3. (a) Osoita, ettd kuvaus w(z) = z + 1/z kuvaa alueen |z| > 1 joukolle C \ [-2,2].
Kuvausta kutsutaan H. J. Joukowskin (1847-1921) kuvaukseksi.
(b) Etsi yksikkdympyrdn r = 1 kuvajoukko napakoordinaattien (7, 8) avulla.
(c)Josw =2+ 1/z =u+ 1w, niin u = (r+ 1/r)cosf andv = (r — 1/7)siné.
Osoita, ettd ympyrd r = ¢,c > 1, kuvautuu ellipsiksi, jonka isompi puoliakseli on c+1/c
ja pienempi puoliakseli on ¢ — 1/c. Osoita, ettd sdteet § = ¢ kuvautuvat hyperbelin
kaareksi.

4. (a) Mille alueelle funktio w(z) = z/(2? + 1) kuvaa yksikkdkiekon? Onko kuvaus
konforminen?

(b) Mille alueelle w(z) = 1/(22+ 1) kuvaa yksikkokiekon ylemmén puoliskon? Onko
kuvaus konforminen?

Vihje. Muotoa w =

Az+B
Cz+D?

az2+bzte
a'z24+b'z+c’
2y = 3(z1 4+ 1/z1),w = A'zy + B’ tai sitten kuvaukset z; ja

oleva kuvaus voidaan esittaa suorittamalla perakkain

kuvaukset z; =
w=2z22+A".

5. Olkoon C reaaliakselin pisteiden +1 kautta kayva ympyra, jonka keskipiste on po-
sitiivisella imaginaariakselilla ja joka muodostaa kulman a € (0, 7) positiivisen reaa-
liakselin kanssa. Etsi C:n kuvajoukko kuvauksessa w(z) = (1/2)(z + 1/2). Etsi myos
sellaisen ympyran C; kuvajoukko, jonka keskipiste on ylemmassa puolitasossa ja sulkee
C:n sisdansa ja joka sivuaa C:ta pisteessa 1.

6. Olkoon G alue kompleksitasossa C ja f : G — C\ {0} analyyttinen funktio. Osoita,
ettd funktio In|f(z)| on harmoninen aluessa G. Vihje: Cauchyn-Riemannin yht&lot.

7. Olkoot zy, 25, 23, 24 pisteita yksikkoympyralla tassa jarjestyksessa. Osoita, etta
|Zl — 23||Z2 — Z4| = |21 — Zz||23 — Z4| + |Zz — 23||21 — Z4| .

Ylldoleva tulos on nimeltddn Ptolemaioksen (85-165) lause. Totea, ettd sen erikoista-
pauksena 23 = —21, 24 = —25, saadaan Pythagoraan (569-475 eKr) lause.
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